




  

 

 اولفصل 

 



 

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

 استدلال ریاضی
 استدلال استنتاجی

ایم از نـوعی اسـتدلال بـه نـام  ًها را قبلا پذیرفته اگر برای دستی یا نادرستی یک گزاره، از حقایقی استفاده کنیم که درستی آن
 . ایم  استفاده کردهاستدلال استنتاجی

 

 انواع استدلال استنتاجی
  اثبات بازگشتی-٥ ن خلف برها-٤  روش اشباع-٣  اثبات مستقیم-٢  مثال نقض-١

 
 : دهیم حال هرکدام از این موارد را به ترتیب مورد بحث و بررسی قرار می

 
 
 

 
 :مثال نقض) ١

 .گیری کلی غلط است مثال نقض گویندبه مثالی که نشان دهد یک نتیجه

 

 است؟»  همواره مربع كامل است۷ برn۲ماندهباقي«ي  مثال نقضي براي گزارهnكدام عدد  :تست
1 (5 

2 (6 
3 (7 
4 (8 

 
 
 

   
 ؟نداردكدام حكم مثال نقض   :تست

  .مجموع هر دو عدد اول، عددي مركب است) 1
 .مجموع هر دو عدد گنگ، عددي گنگ است) 2
 .حاصل ضرب هر دو عدد فرد، عددي فرد است) 3
  . استحاصل ضرب هر دو عدد گنگ، عددي گنگ) 4

 
 
 
 
 
 
 



 

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

 

» حاصل ضـرب هـر دو عـدد گنـگ، عـددي گنـگ اسـت               «ي  اعداد كدام گزينه مثال نقض مناسبي براي گزاره        :تست
 هستند؟

 216 و 6)1
  12 و 6) 2
 216 و 18) 3
 12 و 18 )4
 

 

  با مثال نقض رد كرد؟تواننميكدام گزاره را   :تست
 . استپذير بخش4مجموع هر دو عدد فرد متوالي همواره بر) 1
y ، x و xبراي هر دو عدد حقيقي) 2 y x y  . 
nتر از يك، عددبراي هر عدد طبيعي بزرگ) 3 2  . اول است1
 .ها استتر مساوي دوتاي آنبزرگ عدد متمايز حقيقي همواره 4ميانگين) 4

 
  درست است؟nكدام گزاره براي هر عدد صحيح  :تست

1(n2 عددي زوج است .  
2(n n2 عددي زوج است . 
3(n 2  . عددي زوج است 1
4(n   . عددي زوج است 6

 
 

xگاه گنگ باشد آن   xاگر« يكدام گزينه مثال نقض، براي گزاره     :تست x ۲ ۴ بـه حـساب    »  هـم گنـگ اسـت      ۵
 آيد؟ مي
1(4 1 
2 (2 1  
3 (2 2 
4(2 1 

 
 



 

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

 :اثبات مستقیم) ٢
 . به صورت مستقیم از فرض به حکم برسیمکنیمدر اثبات مستقیم سعی می

 : به موارد زیر تواجه کنید. ی بنویسیمدر اثبات یک گزاره به روش اثبات مستقیم باید گزاره داده شده را به زبان ریاض
 : هروقت گفتند

عدد زوج K ۲     دو عدد فرد متوالی K  ۲ Kو ۱ ۲ ۱  
عدد فرد K  ۲ ۱      عدد زوج متوالیدو K  ۲  K۲و  ۲
۳ عدد مضرب K ۳    سه عدد متوالی K  ۱ ،K وK  ۱  

عدد مربع کامل K ۲    یا عدد گوa
: a,b, z,b

b
  ۰  

عدد فرد مربع کامل ( K ) ۲۲ ۱   وارون عدد a
a

۱  

دو عدد فرد K  ۲ K و ۱ ۲ ۱   دو عدد زوج K ۲  وK۲  
 

 :کنیمبه این صورت عمل می. خواهیم ثابت کنیم مربع عددی فرد، عددی فردی استًمثلا می
n n k  ۲   فرد است۱

n ( k ) k k    ۲ ۲ ۲۲ ۱ ۴ ۴ ۱ 
n۲فرد است  .n ( . . . . . . )  ۲ ۲ ۱  

 

 .هاي زير را اثبات و يا با ارائه مثال نقض رد كنيدهر يك از گزاره  :مثال
  .مجموع هر دو عدد فرد، عددی زوج است) الف

y : xو xبرای هر دو عدد حقیقی) ب y x y   

 .پذیر استبخش۶حاصل ضرب سه عدد طبیعی متوالی بر) پ

n، عدد ۱تر از برای هر عدد طبیعی بزرگ) ت ۲  . اول است۱



 

ــه ٤ ــدادنظريــ   ي اعــ

  . مجموع هر دو عدد گویا، عددی گویاست )ث

A داشته باشیم C و A ،B هر سه مجموعیاگر برا) ج B A C  آنگاه B C 

k حاصل ضرب دو عدد طبیعی متوالی باشد، آنگاه kاگر ) چ ۴  . مربع کامل است۱

 

 

 توان به صورت مستقيم اثبات كرد؟نميكدام گزينه را   :تست
 .مجموع دو عدد متوالي فرد است) 1

 . است3مجموع سه عدد متوالي مضرب) 2 
3 (است4مجموع چهار عدد متوالي مضرب .  

 . است5مجموع پنج عدد متوالي مضرب ) 4 
 

 
 :)روش اشباع(ها اثبات با در نظر گرفتن همه حالت) ٣

های ممکن در مورد مسأله را در نظر بگیریم که به این روش اثبات روش گاهی برای اثبات یک گزاره لازم است که همه حالت
 .شوداشباع گفته می

 

n  ،nهر عدد طبيعيثابت كنيد براي  :مثال n ۲  ۵  )درسي  كتاب4مثال صفحه( فرد است؟ عددي ۷
 
 
 

 



 

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

 اي برابر صفر يا يك دارد؟مانده باقي۴در تقسيم برهر عدد ثابت كنيد مربع    :مثال

 
 
 

 
 ):برهان خلف(اثبات غیر مستقیم) ٤

ها و استدلال به یـک نتیجـه غیـر ا استفاده از قوانین منطق گزارهپس بسکنیم که حکم نادرست، باشد در این روش فرض می
 .رسیمممکن یا متضاد با فرض می

 

 )درسي  كتاب5مثال صفحه ( .ثابت كنيد حاصل جمع يك عدد گويا و يك عدد گنگ، عددي گنگ است  :مثال

 
 

 )درسي  كتاب5مثال صفحه ( .هر عدد گوياي ناصفر در يك عدد گنگ، عددي گنگ استحاصل ضرب   :مثال

 
 

فرض   ................... به روش. »حاصل جمع يك عدد گويا و يك عدد گنگ، عددي گنگ است«براي اثبات حكم   :تست
aدر اين صورت بايد نشان دهيم اگر. گنگ باشدb گويا وaكنيم مي b ................... رسيمباشد، آنگاه به تناقض مي. 
 اشباع ـ گويا) 1
 اشباع ـ گنگ) 2
 برهان خلف ـ گويا) 3 
 برهان خلف ـ گنگ) 4

 



 

ــه ٦ ــدادنظريــ   ي اعــ

 اثبات بازگشتی )٥
ها با فرض درستی حکم به یـک رابطـه بـدیهی یـا  ها و نامساوی اً در مورد تساویها، مخصوص گاهی برای اثبات بعضی قضیه

در چنین حالتی، برای تکمیل اثبات باید نشان دهیم که تمام مراحل انجام شده، بازگشت پذیر هـستند . رسیم فرض قضیه می
 . نامند این روش اثبات را اثبات بازگشتی می. شود وگرنه درستی اثبات تأييد نمی

 

x« در اثبات حكم . عددهايي حقيقي باشندy و xفرض كنيد   :تست y xy x y    ۲ ۲ به روش بازگشتي » ۱
 گيريم؟از درستي كدام گزاره حكم را نتيجه مي

1 ((x y) (x ) (y )     2 2 21 1 0    
2 ((x y) (x y)   2 2 0  
3 (x y 2 2 0       
4 ((x y) (x ) (y )     2 2 21 1 0  
 
 

  
 

aثابت كنيد اگر :مثال  a باشد ۰
a

 
۱  )درسي  كتاب7مثال صفحه( است؟ ۲

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 )درسي  كتاب7مثال صفحه(تر نيست؟كم ها و عدد نامنفي از ميانگين هندسي آنميانگين حسابي د ثابت كنيد  :مثال
 
 
 
 
 
 



 

ــه ٧ ــدادنظريــ   ي اعــ

 )درسي  كتاب7مثال صفحه(. هاي زير را به روش بازگشتي ثابت كنيدگذاره  :تمرين
x y

y x
  ۲ 

 

 

x y z xy yz zx    ۲ ۲ ۲ 

 

 



 

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

  )تقسیم پذیری(بخش پذیری 
b بر عدد صحیحaعدد صحیح :تعریف     یافـتqاسـت هرگـاه عـددی صـحیح ماننـد) تقـسیم پـذیر( بخش پـذیر ۰

a   : شود که  b.qوجود دارد که۲ بخش پذیر است یعنی عددی مانند۳ بر۶ وقتی می گوييمًلا   مث ۲ ۳ ۶                      

 :نماد بخش پذیری
 
 
 
 
 

 :های بخش پذیری ویژگی 
  :به عبارت دیگر. پذیر استحیح بخشصفر بر هر عدد ص) ١

 :عبارت دیگر به. پذیر است بخش۱ و ۱هر عدد صحیح بر ) ٢

 :به عبارت دیگر. پذیر استاش بخشهر عدد صحیح بر خودش و قرینه) ٣

aعلامت در بخش پذیری تأثیر ندارد یعنی اگر) ٤ | bآنگاه : 

٥ (a | b و b | aاگر و تنها اگر | a | | b |. 
 

aاگر ) ٦ | b و b | c آنگاه الزاما ًa | c. 

| :مثلاً , | |۲ ۴ ۴ ۸ ۲ ۸ 

 :به عبارتی دیگر. توان در هر عددی ضرب کرد یا به توان هر عددی رساندپذیری را میسمت راست بخش )٧

 .شود تر می چاق، چاق

| :مثلاً | , | ۳ ۶ ۳ ۶ ۳ ۶ 
 :عبارت دیگرً لزوما درست نیست، به٧توجه شود که عکس ویژگی 

| |  ۸ ۴ ۶ ۸ ۶    a | kb a | b 

| |۲ ۸ ۴ ۸ ۴    na | b a | b 

b a  

................................................ 

................................................ 

................................................ 

................................................ 

a | ۰

a | a , a | a

| a , | a۱ ۱

a | b , a | b , a | b   

na | b a | kb , a | b

b
b a | a | | b |

 0



  

  

ــه ٩ ــدادنظريــ   ي اعــ

لاغر با تبدیل شدن بـه یـک عـدد صـحیح لاغرتـر (هایش تقسیم کرد علیهتوان بر مقسومسمت چپ بخش پذیری را می )٨
۶|ًمثلا اگر داشته باشیم ) شود می  را قـرار ۶ و۳ و ۲ و ۱هایش یعنـی  هر یک از مقسوم علیه۶وان به جایت آنگاه می۱۲
 .داد

 :به عبارت دیگر. به توان هر عدد طبیعی رساندتوان در هر عدد صحیح ضرب کرد یا پذیری را میدو طرف بخش )٩

 

 
هـای مـشترک را از طـرفین تـوان عوامـل مـشترک یـا تـوانباشـد یعنـی مـی نیز صحیح مـی٩توجه شود که عکس ویژگی 

 .پذیری حذف کرد بخش

به عبـارت .  نیستتوان نظیر به نظیر در هم ضرب کرد اما جمع و تفریق مجازپذیری را میدو طرف دو یا چند رابطه بخش )١٠

 :دیگر

 

| :مثلا
|

|


  



۳ ۶ ۳ ۴ ۶ ۱۲۴ ۱۲ 

 :ها بخش پذیر است به عبارت دیگراگر عددی بر حاصلضرب چند عدد صحیح بخش پذیر باشد آنگاه بر تک تک آن )١١

  

| :مثلا | , | , |  ۲ ۳ ۴ ۴۸ ۲ ۴۸ ۳ ۴۸ ۴ ۴۸ 

 :به عبارت دیگر. کندها را نیز عاد میلضرب آناگر عددی دو عدد صحیح را عاد کند آنگاه مجموع، تفاضل و حاص )١٢

 
 
 

| :مثلاً
| , |

|


  



۲ ۴ ۲ ۴ ۸ ۲ ۴ ۸۲ ۸ 

aاگر :نتيجه | b و a | c آنگاه به ازای هر دو عدد صحیح x ، y ، a | bx cy ) به عبـارت دیگـر اگـر عـددی دو عـدد

 ).کندصحیح را عاد کند ترکیبات خطی آن دو عدد را نیز عاد می
 

n na | b ka | kb , a | b

a | b
ac | bd

c | d


abc | m a | m , b | m , c | m

a | b
a | b c , a | bc

a | c
 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

 گيري الزاماً درست نيست؟ كدام نتيجه  :تست
1 (a | b a | bc 
2 (ac | b a | b 
3 (ac | b a | b 
4 (a | bc ac | b  
 
 

aاگر   :مثال | b آيا a | b۲   ؟۳

 

 

 
 

aاگر  :مثال | b۲ a آيا  ۳ | b؟ 
 
 

 
 

  :نتيجه

 

 

aاگر  :مثال | b  آياa | b۳   ؟۲
 
 
 
 

 



  

  

ــه ١١ ــدادنظريــ   ي اعــ

aاگر  :مثال | b۳ a آيا  ۲ | b؟ 

 

 :نتيجه
 

 

 :کنیمرح میحالا به جای همه مطالب گفته شده این نکته زیبا را مط
 : مهمهتنك

 

  
 

 هاي زير درست است؟ گيري كدام يك نتيجه  :تست
1 (a | b a | b 2 3 
2 (a | b a | b 4 3 
3 (a | b a | b2 3 
4 (a | b a | b3 4  

 

aاگر  :تست | b۳  صحيح است؟  bو aگيري به ازاي همه مقادير دلخواه كدام نتيجه ۴
1 (a | b4 5 
2 (a | b5 6 
3 (a | b2 3 
4 (a | b  

 

 

aاز رابطه  :تست | b۲  گيري ممكن است درست نباشد؟ كدام نتيجه۳۲
1 (a | b2 3 
2 (a | b2 32 5  
3 (a | b2 4  
4 (a | b  
  



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

 :پردازیمپذیری می چند مثال مهم از بخشاکنون به
|، رابطه xبه ازاي چند عدد صحيح مانند  :تست x x ۴ ۲ ۰ ۴   برقرار است؟۳

 صفر) 1
2 (1 
3 (2 
4 (3  
 

 

 شمارد؟ را مي۴ وجود دارد كه عدد aچند عدد صحيح مانند   :تست
1 (2 
2 (3 
3 (4 
4 (6  

 

m، دو عددaبه ازاي چند عدد صحيح مانند  :تست  ۸ m و ۳ ۱۱  پذيرند؟ بخشa همواره بر ۴
1 (1  
2 (2  
3 (4  
 4بيش از ) 4

 
|اگر  :تست k ۵ ۴ | و ۱ k ۳ ۵  ، كدام گزينه درست است؟۱

1 (| k k 215 5 1 
2 (| k k 215 5 1 
3 (| k k 215 5 1 
4 (| k k 215 5 1 
 
 
 
 



  

  

ــه ١٣ ــدادنظريــ   ي اعــ

| وجود دارد به طوري كهaچند عدد صحيح مانند  :تست a۲۰وa  ؟۳۰۰|
1(4  
2 (6  
3 (8 
4(10 

 
 

 

aاگر  :مثال | n ۳ a و۲ | n  ۵  . را بيابيدa ، آنگاه۳
 
 
 
 
 
 

 

a.  عددهايي صحيح باشندm وaفرض كنيد  :تست | m  ۵ a و۷ | m ۳   كدام رابطه درست است؟۱
1(a | 26 
2 (a | 22  
3 (a |16 
4(a |14  

 

aاگر  :مثال | n ۲ aو ۲ | n ۳  . را بيابيدa، آنگاه ۲
 
 

 
 

|اگر  :تست a b ۱۳ ۲ ۳ |و۱ a b k ۱۳   كدام است؟kبيعي  ، آنگاه كوچكترين مقدار ط۵
1(2  
2 (5  
3 (7 
4(8 

 
 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

aاگر  :تست b | aآنگاه ،   : 
1(a | a b  
2 (b | a b  
3 (b | a 
4(a b | b  

 

  :تذكر
 

 

a، عدaبه ازاي چند مقدار طبيعي   :تست ۲ aبر ۲    بخش پذير است؟۲
1(1 
2(2  
3(3 
  هيچ) 4

 
 

aاگر  :تست | a a  ۲۲ ۳ ۲   چند جواب طبيعي وجود دارد؟a آنگاه براي ،۱
1(2  
2(3  
3(4 
4(5 

 
xمنحني  :تست

y
x






۳ ۳
 گذرد؟صحيح مي از چند نقطه با مختصات ۳

1(8  
2(6  
3(16 
4(12 



  

  

ــه ١٥ ــدادنظريــ   ي اعــ

 :یادآوری
 :پذیریاستفاده از برخی اتحادها در حل مسائل بخش

 

 ) الف

  :مثلاً

 ) ب

  :مثلاً

 ) ج

  :مثلاً

 
 :بندی مطالب گفته شده جمع

 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

۷عدد  :تست ۷۹   بر كدام يك همواره بخش پذير است؟۲
1(9  
2( 7 
3( 11 
4(5 

 
 
 

 

nعدد  :تست ۲ ۱۴     بر كدام يك همواره بخش پذير است؟۱
1(3 
2(4  
3(5 
4(6 

 
 
 

 

aعدد  :تست ۱۲  بر كدام يك همواره بخش پذير است؟۱
1(a 2 1 
2(a 3 1  
3(a 4 1  
4(a 6 1 

 
 
 

 

aعدد  :تست ۳۶  ؟نيست بر كدام يك همواره بخش پذير ۱
1(a 9 1 
2(a 9 1  
3(a 4 1 
4(a 4 1  



  

  

ــه ١٧ ــدادنظريــ   ي اعــ

n{n عضوهاي مجموعه يتعداد  :تست : | }۶۵ ۲   كدام است؟۱۰۰ در مجموعه ي اعداد طبيعي كمتر از۱
1(6  
2(7  
3(8 
4(9 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

۳۴عدد  :تست ۳۴۲۵  عدد بخش پذير نيست؟ بر كدام ۱۴
1(3 
2(11  
3(13 
4(17 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

 :قضیه تقسیم
 

  همـواره وجـود دارنـد qو  rعددی طبیعی باشد، آنگاه اعدادی صحیح و منحـصر بـه فـرد ماننـد bعددی صحیح و aاگر 
 :طوری کهب
 

a bq r  
 

 :سیم این است که و شرط تق
 

r b ۰ 
 

 : به عبارت دیگر
  ۰مانده باقی  علیه  کمتر از مقسومییک

 

  :تذكر

 

a :در قضیه تقسیم همواره داریم :توجه
q

b
    

 
 

a :برابر است با a تا ۱ بین bمثبت عدد طبیعیهای تعداد مضرب :نتيجه
b
 
 
 

 
 

 

  برابر است با؟۱۰۰  تا۱ بين ۷تعداد مضرب هاي  :مثال
 
 
 

 

  وجود دارد؟ ۳۷چند عدد سه رقمي مضرب  :تست
1(27 
2 (26  
3 (25 
4(24 

 

 a مقسوم

 b مقسوم علیه

 q خارج قسمت

 r باقی مانده

r b   ۰ ۱



  

  

ــه ١٩ ــدادنظريــ   ي اعــ

 : می پردازیماکنون به حل چند مسأله مهم در تقسیم
واحد به مقسوم عليه افزوده ايم، خارج قـسمت تغييـري نكـرده اسـت ولـي                 ۶ واحد به مقسوم و      ۸۸در يك تقسيم    :مثال

 .خارج قسمت اين تقسيم را بيابيد.  كم شده استواحد۲باقيمانده 

 

 

 
 

   باشد؟داشته ۳باقي مانده ي۴در تقسيم بر عددوجود دارد كه  ۱۰۰چند عدد طبيعي كوچكتر از   :مثال
 

 
 

 
 

بزرگتـرين مقـدار    . واحد كمتر است  ۲باقي مانده تقسيم از مربع خارج قسمت آن           ۳۷بر aدر تقسيم عدد طبيعي       :تست
a مضرب كدام است؟ 
1(9 
2(12  
3(14 
4(16 

 
 

 

 مانده و خارج قسمت چه تغييري        اضافه كنيم باقي   a واحد به  ۶۰اگر. است ۱۷باقي مانده  ۶۳  بر aدر تقسيم عدد    :تست
 كند؟ مي
  .شود يك واحد اضافه مي ـ شود سه واحد كم مي) 1
 .شود يك واحد اضافه مي ـ شود سه واحد اضافه مي) 2
 .كند نميتغيير  ـ شود سه واحد اضافه مي) 3
  .شود دو داحد اضافه مي ـ شود سه واحد كم مي) 4



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

توان به مقسوم اضافه كرد به طوري كه          مي چند واحد  حداكثر.  است ۱۸ و باقي مانده   ۵۳ در يك تقسيم مقسوم عليه      :مثال
 خارج قسمت تغييري نكند؟

 
 
 
 
 
 

 
 

  بيابيد؟۵۶ بر را aمانده تقسيم باشد، باقي۷ و۵ به ترتيب۸ و۷ بر دو عددaمانده تقسيماگر باقي  :مثال
 )درسي  كتاب16 صفحه9تمرين(

 

 

 

 

 
 

    چقدر است؟۲۴بر aباقي مانده تقسيم. ت اس5 و 3به ترتيب  ۸ و۶بر aباقي مانده تقسيم عدد صحيح  :مثال

 

 

 



  

  

ــه ٢١ ــدادنظريــ   ي اعــ

  ، كدام است؟66مانده تقسيم اين عدد بر  گاه باقي  باشد، آن7 و 5 به ترتيب 11 و 6مانده تقسيم عددي بر  اگر باقي  :تست
 )98داخل (                    29)1
2(32  
3(40 
4(41 

 
 
 

 

مانــده تقــسيم  باشــد، در ايــن صــورت بــاقي۳ و۵ بــه ترتيــب۱۷ بــرn وmبــاقي مانــده تقــسيم اعــداداگــر   :مثــال
)عدد m n)۲  )درسي  كتاب14مثال صفحه( را بدست آوريد؟ ۱۷ بر۵

 

 

 

 

 :تذكر
  بودن، مضرب عـددی  بـودن یـا محدودیت ها نظیر زوج و فرد(اگر روی پارامتر مساله محدودیت داشته باشیم 

 .استفاده کرد     مقدار دهی توان از  می.... ) نبودن ، مربع کامل ، عددی اول و 

 

 

a باشد، باقي مانده ي تقـسيم      ۳ضربم aاگر. است ۱۱ برابر ۱۷ بر aباقي مانده تقسيم عدد صحيح      :مثال

چقـدر  ۱۷بـر ۳
 است؟

 

 

 

 

 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

 باشد، رقم دهگـان  ۶ مضربaاگر.  مي باشد۲۵ و خارج قسمت۱۷قي مانده، باbبر عدد طبيعي   aدر تقسيم عدد    :مثال
  كدام است؟aرين عدد طبيعي كوچك

 

 

 

 

 

 

 
 )م.  م  .ب( علیه مشترک دو عدد ترین مقسوم بزرگ
 :را در نظر بگیرید ۱۸و  ۱۲های دو عدد  علیه ی مقسوم مجموعه

{ , , , , , }      ۱ ۲ ۳ ۴ ۶   ۱۲های  علیه ی مقسوم مجموعه ۱۲

{ , , , , , }      ۱ ۲ ۳ ۶ ۹   ۱۸های  علیه ی مقسوم مجموعه ۱۸

 :برابر است با ۱۸و  ۱۲های مشترک دو عدد  ی شمارنده مجموعه

{ , , , }    ۱ ۲ ۳   ۱۸و  ۱۲های مشترک دو عدد  علیه ی مقسوم مجموعه ۶

بوده  ۶برابر  ۱۸و  ۱۲علیه مشترک دو عدد  ترین مقسوم گوييم بزرگ می. تر است از همه بزرگ ۶در میان این عددها، عدد 

)و آن را به صورت  , ) ۱۸ ۱۲  .دهیم نشان می ۶

نویسیم   و میهر دو با هم صفر نیستند bو  a(نامیم  می bو  aم دو عدد صحیح .م.را ب dعدد طبیعی  :تعريف
(a,b) d(هرگاه دو شرط زیر برقرار باشند ،: 

d) علیه هر دو تا باشه مقسوم dیعنی ( | a , d | b  )الف 

m؛ )ندتر باش کوچک dاز  mمثل  bو  a های دیگر علیه مقسوم( ; m | a , m | b m d       ۰ )ب 
 

(a,b): گوييم، هرگاه را نسبت به هم اول یا متباین می bو  aدو عدد  :تذكر  ۱  
 .نداشته باشند ۱تر از  ن دیگر، دو عدد، عامل مشترک بزرگیا به بیا

 



  

  

ــه ٢٣ ــدادنظريــ   ي اعــ

 :g(n) و f(n)م .م.پیدا کردن ب
d فرض می کنیم و می نویسیم dم را .م.ابتدا ب f (n) و d g(n) سپس با استفاده از کوچک تـرین ترکیـب خطـی ممکـن 

fتوجه کنید ( (n) و g(n)را به توان نمی رسانیم  (nرا از بین آن دو حذف می کنیم تا یک عدد معلوم در طرف راست بماند  .

 . مقسوم علیه های آن عدد معلوم استdدر این صورت 

 .، قابل قبول نباشد باید کنترل شود dکن است همه ی جواب های به دست آمده برای  مم:تذكر

 

)، حاصلaاگر  :مثال a , a )  ۵ ۲ ۳  ؟۱
  
 
 
 
 
 

 

)، حاصلaاگر  :مثال a , a ) ۲ ۱ ۲  ؟۵
 
 
 

 
 

  :نكته مهم

 

n، دو عدد  nاگر به ازاي برخي از اعداد طبيعي          :تست ۱۲ n و ۷  ۵  باشـند، آنگـاه   ۱ك غيـر  داراي مقسوم عليه مشتر   ۲
 بزرگترين مقسوم عليه مشترك اين دو عدد كدام است؟

1(59  
2(67  
3(83 
4(89 

 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

n، بزرگ ترين مقـسوم عليـه مـشترك دو عـدد          نباشد ۷ مضرب nاگر عدد طبيعي       :تست n ۲ ۹ n و۲۱   كـدام  ۷
 است؟

1(1 
2(103  
3(105 
4(7  

 
 

n عدد طبيعي و دو عدد     nاگر    :تست ۹ n و ۵   n باشـند، تعـداد اعـداد دو رقمـي           ۱ داراي مقسوم عليه مشترك غير     ۴
 كدام است؟

1(1  
2(2  
3(3 
4(4 

 
 

n هر دو عددnبه ازاي چند عدد طبيعي   :تست ۷ n و۵ ۱۱   دارند؟۳ مقسوم عليه مشتركي برابر۲
 هيچ عدد) 1
  يك عدد) 2
 دو عدد) 3
  شمار عددبي) 4

 
 

n ، دو عدد به صورت هايnبه ازاي چند عدد طبيعي دو رقمي   :تست ۲۵ n و۹ ۱۱   نسبت به هم اولند؟۴
1(86 
2(87  
3(89 
4(90 

 



  

  

ــه ٢٥ ــدادنظريــ   ي اعــ

 م دو عدد را پیدا کنیم؟.م.چگونه ب
 
 

 
 

  را بيابيد؟۷۲ و۶۸ م.م.ب  :مثال

 
 

 : م به روش نردبانیمپیدا کردن ب

 
 

 م.م.بنکات مهم 
 ."ضرب کرد یا به توان هر عدد طبیعی رساند) غیر صفر(در هر عدد صحیح "م را می توان .م.دو طرف ب

k
k

(a,b) d (ka,kb) | k | d



  
 الف ( ۰

n n n n(a,b) d (a ,b ) d
   ) ب 

 

   :ديعد مثال

 
 

 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

a)اگر  :مثال ,b ) ( a, b)   ۳ ۳ ۴ ۴    كدام است؟(a,b) آنگاه۰

 
 

 .م مجاز است.م.ی بعمل فاکتورگیری در محاسبه :نتيجه

 
a عددي فرد باشد وbاگر   :تست | bيه مشترك، آنگاه بزرگترين مقسوم علab۱۸وa۲۱۲كدام است؟ 

1(a6 
2(a26  
3(ab6 
4(ab12 

 
 

a      :مهم | b (ab) | a |    

aاگر  bq r ( r b)   ۰آنگاه ، : 

 

 : به عبارت دیگر در قضیه تقسیم همواره داریم

 

 

   :مثال عددي
 



  

  

ــه ٢٧ ــدادنظريــ   ي اعــ

aدو عدد اگر   :تست  a و۱ a ۲ ۳   يجه گيري همواره درست است؟ نسبت به هم اول باشند، كدام نت۱
1(a k 5 
2(a k 5 1  
3( a k 5 
4(a k 5 1 

 

 
 

 )م.م.ک (ترین مضرب مشترک دو عدد کوچک
 :را در نظر بگیرید ۱۸و  ۱۲های طبیعی دو عدد  مضرب

{ , , , , , , ...} ۱۲ ۲۴ ۳۶ ۴۸ ۶۰   ۱۲ی مضارب طبیعی  مجموعه ۷۲

{ , , , , ...} ۱۸ ۳۶ ۵۴   ۱۸ی مضارب طبیعی  مجموعه ۷۲

{ , , ...} ۳۶  ی مضارب طبیعی مشترک مجموعه ۷۲

شـود و  مـی ۳۶برابـر  ۱۲و  ۱۸م دو عـدد .م.گـوييم ک  مـی.شـود مـی ۳۶ترین مضرب مـشترک دو عـدد برابـر   کوچک
] :نویسیم می , ] ۱۲ ۱۸ ۳۶  

 .ترین مضرب مشترک م کوچک.م.علیه مشترک است، اما ک ترین مقسوم م، بزرگ.م.پس یادتان باشد که ب

[a,b]نویسیم  نامیم و می می bو  aم دو عدد ناصفر .م.را ک c عدد طبیعی :يفتعر c  هرگاه دو شرط زیر برقرار

 :باشد

a) باشه aو  bمضرب هر دو عدد  cیعنی ( | c,b | c )الف 

m) ًحتما از آن کوچکتر باشد c، دباش aو  b از ، مضرب دیگریmاگر ( ; a | m , b | m c m       ۰ )ب 

aاگر : جا داریم ی خیلی مهم، این یک نکته | bم دو عدد، برابر .م.گاه ب ، آن| a |م، برابر .م.و ک) تره کوچک( | b ) تره بزرگ( |

 :شود، یعنی می
(a,b) | a |

a | b
[a,b] | b |


 


  

)ًمثلا  , ) ۳ ۶ ]، اما ۳ , ] ۳ ۶ )یا  ۶ , )۱۱ ]، ولی ۳۳ , ] ۱۱ ۳۳  .شود می ۳۳



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

 :م .م.محاسبه ک
 م دو عدد را پیدا کنیم؟.م.چگونه ک

 

 

 

 

 

 

  را محاسبه كنيد؟۱۲۵ و۹۰ م.م.ك  :تست

 

 
 

 
 

])حاصل   :تست a , a ],( a, a ))۲ ۳ ۲۴ ۸ ۲  كدام است؟ ۲۴
1 (| a |38  
2 (a2  
3 (| a |2  
4 (a24  

 
 
 
 
 

 
 

 
 

 



  

  

ــه ٢٩ ــدادنظريــ   ي اعــ

  است؟نادرستكدام گزينه   :تست
1 ((n,n ) 1 1  
2 ([n,n ] n n  21  
3 (( n , n )  2 1 2 3 2  
4 (( n, n ) 2 2 2 2  

 

ــه نمادهــاي   :تــست ــا توجــه ب ــرين مقــسوم بــزرگ«ب عــدد » تــرين مــضرب مــشترك مــشترك و كوچــكعليــه  ت
 ( , ), ۶۲۷ ۴۲۹  )98خارج ( كدام است؟ ۱۵۴

1 (462  
2 (478  
3 (506  
4 (924  
 

 
 

 به کمک قضیه تقسیم افراز مجموعه 
جا مجموعـه عـددهای  یا صفر بشود، پس عددها یا فردند و یا زوج؛ از این ۱مانده ممکن است  ، باقی۲دانیم در تقسیم بر  می

kی فرد که آن را به صورت توانیم به دو دسته افراز کنیم؛ عددها صحیح را می ۲ دهیم و عددهای زوج کـه آن را  نشان می ۱

 .دهیم نمایش می k۲با 

  
 

 :شود به سه دسته افراز می  ی ، مجموعه۳ به همین ترتیب در تقسیم به
 

 
k ۳  .دارند ۱ای برابر  مانده ، باقی۳عددهایی که در تقسیم به :  ۱
k ۳  .دارند ۲ای برابر  مانده ، باقی۳عددهایی که در تقسیم به :  ۲

 
 .شود دسته افراز می mبه  ی  ، مجموعهmو به همین ترتیب در تقسیم به 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

k۲ k ۲ ۱


k۳  : ٣عددهای مضرب 

k۳ k ۳ ۱ k ۳ ۲

mk (m )  ۱ ... mk  ۲ mk  ۱ mk 

، mعددهایی که در تقسیم به 
mای برابر  مانده باقی    . دارند۱

، mعددهای که در تقسیم به 
 . دارند۲ای برابر  مانده باقی

عددهایی که در تقسیم به 
m۱ای برابر  مانده ، باقی 

 .دارند

عددهای 
 mمضرب 

 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

 

ي آن در  مانده نباشد، باقي ۱اش برابر  مانده ، باقي۶باشد كه در تقسيم به  ۳تر از  يك عدد اول بزرگ Pاگر   :تست
 كدام است؟ ۶تقسيم به 

1 (2  
2 (3  
3 (4  
4 (5  

 
 
 

 

 همنهشتی در اعداد صحیح و کاربردها
وقتی می نویسیم 

m
a b می گوييم aسنج( به پیمانه (m باbهمنهشت است . 

 
 : همنهشت است یعنیbبا mبه پیمانه ی aگوييم وقتی می

 
 
 
 

 :عنی همنهشت است یb باmی  به پیمانهaگوييم وقتی می
 
 
 
 

 : همنهشت است یعنیb باmی  به پیمانهaگوييم وقتی می
 
 
 
 
  

 . است۱ پیمانه همیشه عددی طبیعی و بزرگتر از   :توجه
 



  

  

ــه ٣١ ــدادنظريــ   ي اعــ

aكدام دو عدد در هم نهشتي  :تست b
۱۲

    صادق است؟
 63و 20) 1
 12و 23) 2
  59و  23) 3
 24و  59) 4

 

xاز رابطه  :تست 
۶
  شود؟ كدام رابطه نتيجه مي۸

1(| x 6 1  
2(| x 6 2  
3(| x 6 3   
4(| x 6 4  
 

 

 :های همنهشتیویژگی
 :توان با یک عدد صحیح جمع یا تفریق کرددو طرف رابطه همنهشتی را می ):١(ویژگی

 

 

   :مثال عددي
 

 
 .توان در یک عدد صحیح ضرب کرددو طرف یک رابطه همنهشتی را می ):٢(ویژگی

 
m m

a b ac bc   

   :مثال عددي
    
۲ ۲

 ۵ ۷ ۵ ۵ ۷ ۵ 
 

m
m

m

a c b c
a b

a c b c


    

   


    

   

۲
۲

۲
۵ ۹ ۷ ۹ ۵ ۷
 ۵ ۳ ۷ ۳



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

 .توان به توان هر عدد طبیعی رسانددو طرف یک  رابطه همنهشتی را می ):٣(ویژگی
m m

n na b a b   

   :مثال عددي
  
۲ ۲۳ ۳ ۵ ۳ ۵ ۳ 

 
 
 

وان باهم جمع، تفریق یا ضرب تهای یکسان داشته باشند را می رابطه همنهشتی را که پیمانهچنددو طرف دو یا  ):٤(ویژگی
 .کرد

 

m

m
m

m
m

a c b d

a b
a c b d

c d
ac bd


  

    
  


 

   :مثال عددي
 

 
 
 

 . توان به دو طرف یا یک طرف رابطه همنهشتی هر مضربی از پیمانه را اضافه یا کم کردهمواره می ):٥(ویژگی

 
m

m

m

a mk b mt
a b

a mk b mt


    

   

 

   :مثال عددي
  
۲ ۲

 ۵ ۷ ۵ ۱۱ 
 

  
۲ ۲

 ۵ ۷ ۱ ۷ 
 

 :مهم توجه
یـا عـدد (مانده تقسیم آن بر پیمانه باقی،توان به جای هر جزءدر حل مسائل همنهشتی همواره می
توانیم مضارب پیمانه را شود که همواره میرا قرار داد نتیجه می) همنهشت آن، چه مثبت، چه منفی

 .حذف کنیم


  

    
    


۲
۲

۲
۲

۲

۵ ۹ ۷ ۱۱
 ۵ ۷ ۵ ۹ ۷ ۱۱
۹ ۱۱ ۵ ۹ ۷ ۱۱

  برابر پیمانه به راست اضافه٢

 چپبرابر پیمانه به  -٣



  

  

ــه ٣٣ ــدادنظريــ   ي اعــ

   :مثال
     

۵
۲ ۳ ۲۵۹۵۰۰ ۱۱ ۱۲۵ ۱۳ 

 
 

 
 

 

m در تقسيم بر عدد طبيعي۱۴۵ و۶۸ دو عدد  :تست      ؟m بر ۱۶۰باقي مانده ي تقسيم.  باقي مانده ي يكسان دارند۱
1(4  
2(5  
3(6   
4(7  

 
 

aباقي مانده ي تقسيم.  است۹ برابر۱۳ برaباقي مانده ي تقسيم  :مثال a۲     كدام است؟۱۳ر ب۲
 
 
 
 
 

 

aاگر  :مثال k  ۵ a ، آنگاه باقي مانده ي تقسيم۳ a a a  ۲ ۳     كدام است ؟۵ بر۴
 
 
 
 
 

 

ي مانده تقسيم باق :مثال
n

n!


۱۰۰

۱
    ؟۱۲ بر

 
 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

!ي تقسيم باقي مانده  :تست ! ! ... !   ۱ ۲ ۳     كدام است؟۹۰  بر۱۳۹۰
1(63  
2(27  
3(0   
4(10  

 

 

aمانده  باشد، باقي۲ برابر۱۷ بر aماندهاگر باقي  :تست ۳۳    دام است؟ ك۱۷ بر ۱
1(2  
2(4  
3(8   
4(25 

 
 دارمانده تقسیم اعداد تواناستراتژی کلی بدست آوردن باقی

 

 

 
 

    ؟۱۳ بر۶۲۳ باقي مانده تقسيم عدد  :مثال
 

 
 

 

  ؟۲۱ بر۴۱۲باقي مانده تقسيم  :مثال
 
 
 
 



  

  

ــه ٣٥ ــدادنظريــ   ي اعــ

  ؟۱۱ بر۴۸۳باقي مانده تقسيم :مثال
 

 
 

 
 

  ؟۸۰ بر۵۱۱۳باقي مانده تقسيم  :مثال
 
 
 
 
 

 

  ؟۷ بر۵۷۳ باقي مانده تقسيم  :مثال
 
 
 

 
 

  ؟۱۳ بر۵۰۰۲باقي مانده تقسيم  :مثال
 
 

 

 
 

  ؟ كدام است۳۱ بر۲۴۳۲باقي مانده تقسيم  :تست
1(2  
2(4  
3(8   
4(16 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

)باقي مانده تقسيم  :مثال   ؟۷ بر۱۶۱۸۵(
 
 
 
 
 
 

 

 )98خارج ( كدام است؟. ۴۱بر ۲۰۵مانده تقسيم عدد باقي  :تست
1(1  
2(4  
3(7   
4(8 

 
 

 
 

  تقسيمي  باشد، باقي مانده۱۶ مضربaاگر عدد   :مثال

 ( a ) ( a ) ( a ) ( a ) ( a )        ۴ ۴ ۴ ۴ ۴۱۷ ۱ ۱۷ ۲ ۱۷ ۳ ۱۷ ۴ ۱۷   ؟۴ بر۵
 
 

 

nاز عدد طبيعي، عبارت  nبه ازاي كدام مقادير  :تست n  ۶ ۴ ۳ ۲ ۵ ۵  )96داخل(پذير است؟ بخش۳۱، بر عدد۱
 فقط اعداد فرد) 1
 فقط اعداد زوج) 2
 5فقط اعداد مضرف ) 3
 تمام اعداد) 4
 
 
 
 
 



  

  

ــه ٣٧ ــدادنظريــ   ي اعــ

Aماندهباقي  :تست  ۱۷۳۵   كدام است؟۱۷بر ۲۳
1(2  
2(3  
3(5   
4(7 

Aماندهباقي  :تست    ۹۹۱۰۰۰ ۱۵   كدام است؟۱۳ بر۲۳
 1(2  
 2(4  
 3(6   
 4(8 

 

a)باقي مانده ي تقسيم :تست ) (a ) . . . (a )     ۳ ۳ ۳۱۳۸۱ ۱۳۸ ۲ ۱۳۸  ؟۶ بر۶

 

 

 
 

 .تواند به جای پیمانه قرار گیرداگر عدد پیمانه را بشمارد، می ):٦(ویژگی

 
m nn|m

a b a b  

  :يجهنت 

 
)باقي مانده تقسيم. است ۷ برابر۸ برaباقي مانده ي تقسيم   :مثال a )۲   ؟۴ بر۱

 

 

 
  
 
 
 
 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

xابطهاگر ر  :تست 
۳۶
  درست باشد، كدام گزينه درست نيست؟۲۵

1(x 
18

7  

2(x 
12

1  

3(x
9

7   

4(x 
18

1  

 )م.م.ارتباط همنهشتی و ب( ):٧(ویژگی

 
m

a b (a,m) (b,m)  
 

,b)اگر  :مثال ) ۱۵ aو۳ b
۳۰
 تواند باشد؟  كدام عدد ميa ، آنگاه ۲

1(30  
2(39  
3(45   
4(48 

 

 های مرکبپیمانه ):٨(ویژگی

 
m

n

a b

a b

 
  

  

 

 :تيجهن
یک مقسوم علیه آن را  mمرکب بود به جای  m، اگر mدر محاسبه ی باقی مانده ی تقسیم اعداد تواندار بر 

فقط باید آن مقسوم علیه را طوری انتخاب کنید که گزینه ها در پیمانه ی جدیـد، )  را لاغر کنیدm(قرار دهید 
 .متفاوت شوند

 

  كدام است؟۱۵بر۱۰۰۷باقي مانده تقسيم عدد  :تست
1(14  
2(4  
3(11   
4(1 
 
 

 



  

  

ــه ٣٩ ــدادنظريــ   ي اعــ

  كدام است؟۳۳ برaباقي مانده تقسيم .  است۳ برابر۱۱ر و ب۸ برابر۱۲ برaباقي مانده تقسيم   :تست
1(24  
2(9  
3(19   
4(14 
 
 
 

 
 :ها ای چند پیمانه

یا مضارب ًاگر بیش از دو پیمانه در مسأله وجود داشت اما طرف دوم همنهشتی ها برابر نبود معمولا با اضافه کردن قرینه ی پیمانه 
 .م بگیرید.م.ا کبه طرف دوم همنهشتی ها، طرف دوم ها یکسان می شوند و آن وقت می توانید از پیمانه همناسب پیمانه 

 

 كـدام  aمجموع ارقام كوچـك تـرين عـدد    .  است۲۵و۸و ۵ به ترتيب۳۲و ۱۵و۱۲بر aي تقسيم عدد   مانده باقي  :تست 
 است؟

1(12  
2(13  
3(14   
4(15 
 
 

 

باشد، كوچك ترين مقدار ممكن براي ايـن       مي ۹و ۸و۵ به ترتيب  ۱۵ و ۱۴ و ۱۱عددي بر اعداد  باقي مانده ي تقسيم       :تست 
 )89ارج خ(عدد، مضرب كدام عدد است؟

1(36  
2(38  
3(42   
4(45 

 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

  تقسیم دو طرف همنهشتی بر یک عدد صحیح ):٩(ویژگی
  
 

 

   :مثال عددي 
 

۹ ۶۴۸ ۳۰ 
 اثبات

m

m
d

m c
ac bc m ac bc m c(a b) (a b)

d d

m c
(m,c) d ,

d d

m
(a b) a b

d

 
       

 
 

        

   

۱ 

 
 : فهمیم کهبا توجه به آنچه گفته شد می

 
 
 

 

 

 

aاز رابطه ي هم نهشتي  :تست b
۳۰

۱۵   ؟نيست كدام نتيجه گيري همواره درست ۲۰

1(a b
30

3 4  

2(a b
6

3 4  

3(b
3
0   

4(a
2
0 

 

aاز رابطه ي هم نهشتي  :تست 
۱۲

 ۸   كدام تساوي حاصل مي شود؟۶۴
1(a k 8 3  
2(a k 5 3  
3(a k 2 3   
4(a k 1 3 

 لم اقلیدس



  

  

ــه ٤١ ــدادنظريــ   ي اعــ

a)اگر  :تست ,m) ۲ ۱  و ۱
m

a a a a    ۳ ۲ ۲۱     :، آنگاه۱
1(m | a 1  
2(m | a 1  
3(m | a  2   
4(m | a  2 

 

 

xنهشتياز رابطه هم  :تست 
۶۰

۷۲  گيري نادرست است؟   كدام نتيجه ۴۸

1(x 
30

9 6  

2(x
5

3 2  

3(x
5

1   

4(x 
15

9 6 
 

 
 ای خیاملهبسط دو جم 

n n n n n nn n n n n
(a b) a a b a b a b ... b

n
           

               
         

۱ ۲ ۲ ۳ ۳
۰ ۱ ۲ ۳ 

 :شود کهای خیام ثابت میسط دو جملهببا توجه به 

ab
n n n(a b) a b   

 

nعدد  :تست n n n  ۲ ۲ ۳۲ ۳ ۲   پذير است؟ بر كدام يك از عددهاي زير همواره بخش۲
1(30  
2(31  
3(32   
4(33 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

 » تعلق به یک کلاس هم نهشتیمفهوم« :1نكته
m

ma [b] a b  

ثابت كنيد عدد  :تست ۵۱ ۵۱ ۵۱۲۳ ۱۱  ) كتاب درسي29تمرين صفحه( پذير است؟بخش ۱۳۲بر ۱۲
 
 

 
 

 همنهشتیهای کلاس
می دانیم هر رابطه ی هم ارزی مجموعه ای را که روی آن تعریف شده است به کلاس های هم ارزی افراز می کند و چون هـم 

 می کنـد کـه بـه را به کلاس های هم ارزی افرازی  تعریف شده است، لذا مجموعهی ارزی است و روی نهشتی یک رابطه
 :های هم نهشتی نیز گفته می شود به طور کلی داریم آنها کلاس

 

  :قضيه

 :تعريف كلاس همنهشتي
 

 
 :داريم. گيريم  را در نظر مي۳ي ي هم نهشتي به پيمانه رابطه :عددي مثال

 

 

 

x Z : x k

x Z : x k

x Z : x k

        
   


         
   

            


۳

۳

۳
۳

۳
۳

 ۰ ۳

۱ ۱ ۳ ۱

۲ ۲ ۳ ۲
 

  كلاس3

 
 
 

 



  

  

ــه ٤٣ ــدادنظريــ   ي اعــ

  :1نكته

 

m m m

ma,b,c,. . .,E [k] a b c . . .    

  تعلق دارد؟۱۲ي  به كدام كلاس هم نهشتي به پيمانه۲۰۹عدد  :تست
1([ ]7  
2([ ]7  
3([ ]9   
4([ ]9 

 
 

]ام عدد، عضوي ازكد  :تست   است؟۱۳۹[
1(97  

 2(98  
 3(99   
 4(100 

 

 
 
 
 

 .اندی داده شده همنهشته پیمانه عدد متعلق به یک کلاس همنهشتی، یعنی همگی بچند
 

,m)اگر.  همنهشت اند  mي  در يك دسته ي هم ارزي به پيمانه        ۱۸۵و۲۴دو عدد   :تست ) ۷ ، باقي مانده تقسيم عدد      ۱
mmكدام است؟۷بر  
1(1  
2(2  
3(3   
4(4 
 
 

  كدام است؟mترين مقدار باشند، بزرگmنهشتي به پيمانه، عضو يك كلاس هم۳۱و ۱۹ ،۱۱اگر سه عدد  :تست
1(4  
2(8  
3(12   
4(20 

 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

رابطه ي هم ارزي     :تست R (x,y):x,y Z , m x y   ي  مجموعهZ  كـلاس هـم ارزي افـراز كـرده        5را بـه 
 كدام دو عدد در يك كلاس قرار دارند؟. است

 15 و 12)1
 37 و 12)2
 1 و 25)3
 1 و 37)4
 
 
 

 )91داخل( به كدام دسته هم ارزي تعلق دارد ؟۱۰۵ عدد۱۱در رابطه هم باقي مانده بر  :تست
1([ ]1 
2([ ]3  
3([ ]5  
4([ ]7 
 

 

 در يك كلاس هم ارزي قرار دارنـد ، كوچـك تـرين عـدد سـه                  ۱۳۲ و a،۴۱عدد سه   mي در همنهشتي به پيمانه     :تتس
  به تعداد كم تري كلاس هم ارزي افراز شود ، كدام است؟ي  طوري كه مجموعهب aرقمي

1(102  
2(103  
3(104   
4(106 
 
 

 

kهمه عددهاي صحيح به فرم   :تست ۲۸  هستند؟۷نهشتي بر پيمانه ، عضو كدام كلاس هم۵۷
1([ ]1 
2([ ]2  
3([ ]4  
4([ ]5 



  

  

ــه ٤٥ ــدادنظريــ   ي اعــ

 کاربردهای همنهشتی
 .مانده بر بعضی اعداد خاص بدون عمل تقسیم ن باقیپیدا کرد  :١کاربرد 

nبخش پذیری بر اعداد خاص  
  

۱۰ ۱: 
 .بخش پذیر است که مجموع ارقامش بر این اعداد بخش پذیر باشد) ۳یا  (۹ عددی بر :٣ و ٩قانون ) ١

ارقام عدد را از سمت راست دوتادوتا جدا ) ۳۳یا (۹۹  برای پیدا کردن باقی مانده ی یک عدد بر :٣٣  و٩٩قانون ) ٢
 .)در این مورد بهتر است اعداد را زیر هم به صورت ستونی بنویسید. (کرده و با هم جمع می کنیم

و ۲۷و مقسوم علیـه هـای آن از جملـه ۹۹۹ ی پیدا کردن باقی مانده ی یک عدد بر  برا:٣٧ و ٢٧ و ٩٩٩قـانون ) ٣
 .، ارقام عدد را از سمت راست سه تا سه تا جدا کرده و جمع می کنیم۳۷

 
 

aعدد شش رقمي  :تست b ۶۲   كدام است؟aرقم. پذير است  بخش۹۹  بر عدد۲۹
1(3 
2(4 
3(5  
4(6 
 
 

abb ۵اگر عدد طبيعي پنج رقمي   :تست   كدام است؟bبخش پذير باشد، رقم۹۹  به عدد۶
1(4 
2(6 
3(7  
4(8 

 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

nبخش پذیری بر اعداد خاص  
  

۱۰ ۱: 
 راسـت یـک در میـان مثبـت و منفـی ، ارقـام آن را از سـمت۱۱ی یک عـدد بـر  کردن باقی ماندهبرای پیدا: ١١قانون ) ١

 : نویسیم می     
۱۱ ۱۱

۲۵۴۳۲ ۲ ۳ ۴ ۵ ۲ ۰ 

، ارقام آن را از سمت راست دوتادوتـا جـدا کـرده و یـک در ۱۰۱ی یک عدد بر  برای پیدا کردن باقی مانده: ١٠١قـانون ) ٢

 :میان مثبت و منفی می نویسیم     
۱۰۱ ۱۰۱ ۱۰۱

۲۵۳۴۲ ۴۲ ۵۳ ۲ ۹ ۹۲ 

، ۱۳و ۷ًو مقسوم علیه های آن مخـصوصا ۱۰۰۱برای پیدا کردن باقی مانده ی یک عدد بر : ١٣ و ٧ و ١٠٠١قانون ) ٣
 .ارقام عدد را از سمت راست سه تا سه تا جدا کرده و یک در میان مثبت و منفی می نویسیم

 
 

aعدد پنج رقمي   :تست aba۱ رقم. بخش پذير است۷ برbكدام است؟  
1(2  
2(5  
3(6   
4(8 

 
 

nد خاص بخش پذیری بر اعدا 
  
۱۰: 

 .بخش پذیر است که رقم سمت راست بر این اعداد بخش پذیر باشد۵و ۲و ۱۰عددی بر : ٥ و ٢ و ١٠قانون ) ١

 .بخش پذیر است که دو رقم سمت راست آن بر این اعداد بخش پذیر باشد۲۵و ۴و ۱۰۰عددی بر : ٢٥ و ٤ و ١٠٠قانون ) ٢

است که سه رقم سـمت راسـت آن بـر ایـن اعـداد بخش پذیر ۱۲۵و ۸و ۱۰۰۰عددی بر : ١٢٥ و ٨ و ١٠٠٠قانون ) ٣
 .بخش پذیر باشد

 

را به حاصلضرب دو عدد نسبت به هـم اول تجزیـه ... و ۳۶یا ۴۴اعدادی که قانون بخش پذیری ندارند مثل  :نكته
 .کنیم می

 



  

  

ــه ٤٧ ــدادنظريــ   ي اعــ

 

aاگر يك عدد چهار رقمي به صورت  :تست b ۷ a، آنگاهنباشد۵۵ ولي مضرب باشد۴۴مضرب ۰ bكدام است؟   
1(11  
2(12  
3(13   
4(14 

 
 

  ؟نباشد ممكن است مضرب كدام عدد abababعدد شش رقمي   :تست
1(7 
2(13  
3(31  
4(37 

 

 چگونه رقم یکان یک عدد را به دست آوریم؟
 
 
 
 
 

  :قضيه نيوتن
 

  :مثال عددي
 

 :به طور کلی داریم

r k ra a 
۱۰ ۴

 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

 رقم يكان هر عدد طبيعي با رقم يكان كدام يك از توان هاي خودش همواره برابر است؟  :تست
 توان سوم) 1
 توان چهارم) 2
 توان پنجم) 3
  توان ششم) 4
 
 

 

paاگر  :تست k ۱۰ pa، آنگاه رقم يكان عدد۷ ۴؟ 
1(1 
2(3 
3(6  
4(7  

 



  

  

ــه ٤٩ ــدادنظريــ   ي اعــ

 :نتیجه مهم از قانون نیوتن
 :برای پیدا کردن رقم یکان

 گیریم پایه هر چند رقمی که باشد فقط یکان آن را در نظر می) ١

 تقسیم کرده و باقی مانده حاصل را به جای توان قرار می دهیم و اگر باقی مانده ٤توان هر چه باشد بر ) ٢
 . می گذاریم٤صفر شد به جای آن 

 

 .رقم يكان هر يك از اعداد زير را بيابيد  :تمرين
 ۱۷۴  الف (۷

  ۱۰۱ ۱۰۲ ۱۰۳۱ ۲ ۳  ب (۴

 ج (۱۵۱۳

 (  د (۸۴۸۷۲۹۷ ۱۲۳۴۷(

 هـ (۲۰۱۸
 

 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

)داگر دو عد  :مثال a ) , ( a ) ۴ ۷ ۳ )رقم يكان برابر داشته باشند، رقم يكان عدد۵ a )۹   را بدست آوريد؟۶
 )درسي  كتاب29 صفحه10تمرين(

 
 
 
 
 

 

A :مثال ! ! ! ... !    ۱ ۲ ۳  )درسي  كتاب29 صفحه11نتمري( را بدست آوريد؟ ۱۰بر۵۰۰
 
 
 
 

 
 

 

 تقويم نگاري  :٢کاربرد 
توانیم تعيين کنیم که هـر تـاریخ دیگـری، چنـد نهشتی میبا هم. فرض کنید که بدانیم یکی از روزهای سال، چند شنبه است

 فـروردین ۱۰ روز برویم جلو، یعنـی۷خب اگر. فروردین، شنبه باشد۳ًدلیل خیلی ساده است؛ مثلا فرض کنید. شودشنبه می
 .تندنهشت هس، هم۷ که این اعداد به پیمانهواضح است.  فروردین هم شنبه است۱۷شود یاباز هم شنبه می

 

 

 

 اگر شانزدهم آذر سالي، سه شنبه باشد، چهاردهم اسفند همان سال چند شنبه است؟  :تست
  شنبه) 1
 شنبهيك) 2
 دوشنبه) 3
 شنبهسه) 4
 
 
 
 
 



  

  

ــه ٥١ ــدادنظريــ   ي اعــ

 روزي از هفته است؟ اسفند در همان سال چه ۷اگر اول مهرماه يك سال روز يكشنبه باشد،  :مثال
 
 
 
 
 
 

 

  مرداد در همان سال چه روزي از هفته است؟۳۱ بهمن در يك سال جمعه باشد، ۱۲اگر  :مثال
 
 
 
 
 
 
 

 

 :نهشتیمعادله هم  :٣کاربرد 
 : کلی روبرو مطرح استبه شکل

(a,b ) 

m
ax b  

  :نتيجه

   : مثال عددي
xنهشتيمعادله هم

۲
۴  : جواب ندارد، زيرا۳

xنهشتيمعادله هم
۳

۴  : جواب دارد، زيرا۲

m
ax b

 تعریــف



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

 نهشتیی همروش حل معادله
 
 
 
 
 

 

  .يدنهشتي زير را حل كنهاي هممعادله  :تست

x
۷

۲  الف (۱

x 
۱۳

 ۵  ب(۳

x
۹

۶  ج(۱۵

x
۱۱

۴۲۳  د(۷۹

x 
۱۲

 ۸  هـ(۲۰

x
۶

۵۱  و(۱۱
 
 



  

  

ــه ٥٣ ــدادنظريــ   ي اعــ

xمعادله ي همنهشتي   :تست 
۳۱

۷۲    )90خارج( در مجموعه ي اعداد طبيعي سه رقمي چند جواب دارد؟۱
1(29 
2(30  
3(32  
4(33 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

n دو عدد به صورت هاي       nبه ازاي برخي از اعداد طبيعي        :تست ۱۱ n و ۷ ۹ كوچك ترين  . نيستند نسبت به هم اول      ۲
  در اين حالت مضرب كدام است؟nمقدار 

1(5 
2(6 
3(7  
4(8 
 
 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

n، دو عدد طبيعيnبه ازاي چند عدد دو رقمي  :تست ۹ nو۲ ۱۱  )92خارج( نسبت به هم غير اولند؟۵
1(1 
2(2  
3(3  
4(4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

|، اگر nبه ازاي بعضي از مقادير     :تست n ۱۳ | و ۳ n ۷ aو ۴  تـرين   باشد، آنگاه مجموع ارقام كوچـك  ۱
 )98داخل(؟، كدام استnعدد

1(7 
2(8  
3(9  
4(10 
 



  

  

ــه ٥٥ ــدادنظريــ   ي اعــ

 )98داخل(؟، كدام استaترين عدد طبيعي پذير باشد، كوچك  بخش23بر  a۱۳۷اگر عدد :تست
1(2 
2(3  
3(4  
4(5 
 
 
 

 

 :معادله سیاله  :٤کاربرد 
 . انتخاب شده را معادله سیاله گویندهر معادله ای که مجموعه جواب آن از

 

 : ی دو متغیری خطی ی سیاله معادله
 :به شکل کلی روبرو مطرح است

a,b,cضرایب 

 

xمعادله ي سياله ي  :مثلاً y ۳ ۴  .دو متغيري خطي است۸

 
 

  :جوابشرط وجود 

 

 :مثال عددي
xيمعادله سياله y ۶ ۱۵   : جواب دارد، زيرا۲۱

xيمعادله سياله y ۸ ۱۲  : جواب ندارد، زيرا۲۲

ax by c 



  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

)ادله ي معbبه ازاي كدام مقدار   :تست b)x by  ۱۵   در مجموعه ي اعداد صحيح جواب دارد؟۲۰
1(3 
2(5 
3(15  
4(30 

 
 

 :تبدیل سیاله به همنهشتی
axپس در معادله ی . همنهشت هستند mی در پیمانه ی دلخواههر دو چیز مساو by c مثلا اگر ًx  را بخواهیم طرفین را

 .کنیم درمی آوریم و مثل آن حل میهمنهشت قرار می دهیم، آن را به صورت یک معادله ی همنهشتی  bی در پیمانه

 
aدر معادله ي  bو aاعداد صحيح  :تست b ۱۵ ۲۳  كدام است؟ ۱۵بر bباقي مانده ي تقسيم. كنند  صدق مي۱۲

1(3 
2(6  
3(8  
4(9 

 
 

 

xي  كه در معادلهxترين عدد سه رقمي  مجموع ارقام كوچك :تست y  ۵۷ ۸۷  ؟ صدق كند، كدام است۳۴۲
1(5 
2(6  
3(7  
4(8 



  

  

ــه ٥٧ ــدادنظريــ   ي اعــ

 :ی خطی ی سیاله حل معادله
x( اگر بتوانیم یکی از جواب های خصوصی معادله : راه اول  ـ1 x y  و۰ y را ) کننـد  کـه در معادلـه صـدق مـی۰

 با y و xالبته در صورتی که معادله، ساده شده باشد و ضرایب . آید های عمومی به صورت زیر به دست می حدس بزنیم، جواب
 .هم فاکتوری نداشته باشند

 

 
 .کند  را برعکس هم می توان گذاشت و هیچ فرقی نمی–و + جای 

a اگر :نكته c یا b c یعنی عدد ثابت بر a یا bبخش پذیر باشد، یک جواب خصوصی به راحتی قابل پیدا کـردن اسـت  .
 ...کافی است به متغیر دیگر صفر بدهیم و 

هرکدام کوچک تـر  (b یا a پیمانه ی  اگر نتوانیم یکی از جواب های خصوصی را حدس بزنیم طرفین را در: راه دوم  ـ2
 را پیـدا y یـا xحالا یکـی از جـواب هـای . کنیم ی همنهشتی می دهیم و آن را تبدیل به یک معادله همنهشت قرار می) است
 .کنیم در نهایت دوباره از راه بالا استفاده می. ی اصلی می گذاریم تا دیگری به دست آید کنیم و آن را در معادله می

همیشه اولین اقدام در حل معادله ی سیاله، ساده کردن آن است یعنی اول کنترل کنـیم کـه  :سيار مهم توصيه ب 
 . فاکتور نداشته باشند بعد اقدام به حل کنیمy و xضرایب 

 
xي سياله ي خطي  معادله  :تست y ۷ ۵  جواب دارد؟ در مجموعه ي اعداد طبيعي چند ۱۳۰

1(2 
2(3 
3(4  
4(5 

 
 

xي سياله ي خطي  معادله :تست y ۱۵ ۱۴  د؟ در مجموعه ي اعداد طبيعي چند جواب دار۱۰۵۰
1(2 
2(3 
3(4  
4(5 

x x bk
ax by c

y y ak

 
    

۰
۰





  

  

ــه  ــدادنظريــ   ي اعــ

xمعادله ي  :تست y ۲۵ ۱۲ ) بر روي مجموعه اعداد طبيعي ۱۱۱۰ )چند جواب دارد؟  
1(3  
2(4 
3(5  
4(6 

 
 
 

   
xاگر :تست  y ( , ) ۳۵۷ ۶۲۹ ۳۵۷ xترين عدد مثبت   آنگاه كوچك۶۲۹ yكدام است؟  

1(13 
2(11 
3(12  
4(10 
 
 
 
 
 

 
 :مسائل کاربردی سیاله

xمسائلی که معادله ی سیاله ی خطی را به زندگی روزمره گره می زنه باید   y و ۰   باشند چون تعـداد اشـیاء دور و بـر ۰
ُما، هرگز منفی نمی شود مثلا تعداد تمبرها، تعداد بن  ... .ها و  ً

 

 ريالي كدام است؟۵۰و ۹۰ ريال تمبر دارد، با تمبرهاي۸۵۰اي كه نياز به ترين تعداد تمبر لازم براي بسته كم  :تست
1(11 
2(12  
3(13  
4(14 

 

 



  

  

ــه ٥٩ ــدادنظريــ   ي اعــ

 ) كتاب29 صفحه 13تمرين(توماني تبديل كرد؟ ۵۰۰۰و ۲۰۰۰هايسكناسمان را به اوت۲۹۰۰۰توانبه چند طريق مي  :مثال
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 ) كتاب30 صفحه 18تمرين(كيلويي وزن كرد؟ ۵و ۳هايكيلويي را با وزنه ۲۳توان يك كيسهبه چند طريق مي :مثال
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 تومـان، بـه چنـد طريـق         19000با مبلـغ    .  تومان است  140 و   220قيمت هر واحد از دو نوع كالاي متمايز به ترتيب            :تست
 )98داخل(؟توان از اين دو نوع كالا، خريداري كرد مي
1(10 
2(11  
3(12  
4(13 
 
 
 
 

 



  

 

 

 



  

  

 )كـار در منـزل    (ي اعـداد  نظريه  

pاگر«ي  گزارهpبه ازاي كدام مقدار  :تست ۳  شود؟نقض مي» . نيز اول استp اول باشد،۲
1(3 
2 (5  
3 (2 
4(9 

 
a  :مثال ,a۲ b عددهايي صحيح هستند و    a۳ و ۱ ,b۲ ثابت . اند هم همان اعداد ولي به ترتيب ديگري قرار گرفته         b۳ و   ۱

a)كنيد b )(a b )(a b )  ۱ ۱ ۲ ۲ ۳  )درسي  كتاب6مثال صفحه (.  عددي زوج است۳

 

 

nبه ازاي اعداد طبيعي  :تست ۱ n در چند حالت دو عدد۵۰ ۴ n و۷ ۵   نسبت به هم اولند؟۹
1(47 

 2(48  
 3(49 
4(50 

 
 

  كدام است؟۳۵بر۱۰۰۵باقي مانده تقسيم  :تست
 1(5  
 2(10  
 3(25   
4(30 

 



  

  

 )كـار در منـزل    (ي اعـداد  نظريه  

nهاي ، دو عدد به صورتnبه ازاي چندعدد طبيعي دو رقمي :تست  ۵ n و۲ ۷  )93داخل(اند؟ ، نسبت به هم غير اول۳
1(3 
2(4  
3(5  
4(6 
 
 
 

 

بن يكصد و پنجاه تومـاني پرداخـت         Bبن دويست توماني و      Aدادتومان به تع   ۷۵۵۰براي خريد كتاب به قيمت     :تست
Bحداقل . نموده ايم Aكدام است؟  

1(35 
2(36 
3(37  
4(38 
 
 

 
 
 
 

 
 )91داخل ( ريالي خريد؟۲۵۰و ۱۵۰ريال تمبرهاي۳۷۰۰توان با به چند طريق مي :تست

 1(4 
2(5 

 3(3  
 4(6 
 
 
 
 



  

 

 دومفصل 

 



  ش

  

ــازي  ٦٢ ــدل سـ ــراف و مـ  ـ

 تاریخچه گراف
 . به خود مشغول کرده بودرا) هیدر حال حاضر در روس( گسبرگی شهر کونی از اهالی فکر برخیی قرن هجدهم، معمالیدر اوا

پـل ٧ و کـرد ی ممی تقسقسمت  شهر را به چندد،ینیب ی مریکرد مانند آنچه در شکل ز ی شهر عبور مانی شهر که از منی أرودخانه
 نقطـه کیتوان با حرکت از  ی مای شهر کنجکاو بودند که بدانند آنی از مردم ای برخ.کردندمرتبط میمنطقه خشکی را به هم ٤

 ٔها، به نقطه شروع حرکت بازگشت؟  عبور از هر کدام از پلکباری ًقایاز شهر و دق

 
 

 م،ييگـو یمـ»  گراف« امروزه به آن کهر،یز مسئله از شکل نی حل ای برا،یسیٔدان برجسته سوئ یاضیر) ١٧٠٧ ـ ١٧٨٣( لریلئونارد او
 .ها را بنیان نهاد و با این شیوه نظریه گراف.ستی نری پذامکان کار نیکمک گرفت و با استفاده از استدلال ثابت کرد که ا

 

 نقطه نمایش دهیم و به ازای هر پل که بین ٤را با  wو zو yو xاگر چهار ناحیه
ها را به هم وصل نماييم شکل مقابل به دو ناحیه قرار دارد نقاط متناظر با آن ناحیه

 .سازی مسئله مذکور استآید که گراف حاصل از مدلدست می

 دربـاره یقـ منطتفکـر  مـنظم وی از مسائل با گراف، دسته بندیاری بسی سازمدل
 .دینما یتر م ها را آسان آن

 

 :چند تعریف
و بـه ایـن . های موازی گویند رأس بیش از یک یال موجود باشد به آن یال٢هرگاه در یک گراف بین هر  :های مـوازییال
 .گویند های چند گانه می ها، گراف گراف

 
 

 .ش وصل کند به آن طوقه گویندهرگاه یالی یک رأس را به خود :طوقه

..
  یال موازی٣

. .
  یال موازی٢

.a



  ش

  

ــازي  ــدل سـ ــراف و مـ  گـ

دار و گرافی که یال جهت. دار گویندها جهت وجود داشته باشد به آن یال جهتهرگاه در یک گراف روی یال :داریال جهت
 :های زیرمانند گراف. شودار نامیده می گراف جهتداشته باشد

    
 
 
 
 

و ما در این بخش . باشندهای ساده نمیگراف) دار زی ـ یال جهتطوقه ـ یال موا(های شامل موارد فوق توجه شود که گراف
 .های ساده کار داریمفقط با گراف

 

 )گراف ساده(گراف
 .اند عبارت است از تعدادی نقطه که بعضی یا تمام آن ها توسط خطوطی به هم وصل شده

 .گویند به نقاط رأس و به خطوط یال می

با تيم   bو تيم  cو  bهاي با تيم  aباشند و اعلام شده است كه تيم       چهار تيم ورزشي مي     dو c,b,aفرض كنيد   :مثال
d    نـشان دهـيم    ) يـال (و بازي انجام شده بين دو تيم را با يـك خـط              ) رأس(اگر هر تيم را با يك نقطه        . بازي كرده است

 .آيد كه به آن گراف گويند شكلي به وجود مي
 

 
 

 :پس هر گراف از دو جزء تشکیل شده است
واهیم روابط بین آنها را مشخص کنیم ودر یـک مجموعـه قـرار مـی دهـیم بـه نـام مجموعـه  نقاطی که می خ:ها  راس-١

 .V(G)رأسی

 .E(G) خطوطی که روابط بین نقاط را مشخص می کنند و در یک مجموعه قرار می دهیم به نام مجموعه یالی:ها  یال-٢

  :مثلاً در مثال بالا   V(G) {a,b,c,d} , E(G) {ab,ac,bd} 

 
 

c  

a    b  

  d  

a b

c d

.

.

.

.

c.
..

.
.e

a

b

d

V {a,b,c,d}

E {ab,db,ac,ca}

V {a,b,c,d,e}

E {ca,ab,bd,ed,ce,ae}



 ش

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 Eهاسـت و  ای نـاتهی و متنـاهی متـشکل از رأس مجموعـه Vکـه در آن) V,E(زوج مرتـب  Gگراف سـاده  پس
 .است) ها یال( V عضوی٢های  شامل برخی یا تمام زیر مجموعهای  مجموعه

 

گراف   :مثال    G a,b,c,d , ab,bc,cdرا رسم كنيد . 

 

 
 

 

گراف   :مثال           G a,b,c,d,e , a,b , a,c , b,e , c,eرا رسم كنيد . 

 
 

 

   .دهیمنشان می pبه تعداد رئوس گراف گویند و آن را با :مرتبه گراف 

 .دهیمنشان می qهای گراف گویند و آن را بابه تعداد یال : گرافاندازه
 

   :مثال

 
 

 

 . مجاور گویند هرگاه توسط یک یال به هم وصل شوند رادو رأس ):همسایه(دو رأس مجاور
 

 . ها به آن متصل باشند وجود داشته باشد که هر دوی آنی مجاور گوئیم هرگاه رأس رادو یال :دو یال مجاور
 .مجاورند acو abهای ًمثلا یال   

 
 

 

 a    b  

 c  
d  

a  b  

c  

d  e  

a

b

c

.

.

.
.



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 :های یک رأسمجموعه همسایه
GNهای از گراف هستند که با آن رأس مجاورند و آن را با، مجموعه تمام رأس Vهای رأسمجموعه همسایه (V)  نمـایش

GNهم عضو این مجموعه باشد آن را با Vگوئیم و چنانچه خود رأسمی Vداده و همسایگی باز رأس [V] نمـایش داده و 
 .گویندمی Vهمسایگی بسته رأس

   :مثال
G G

G G

G G

N (a) {b,g} N [a] {a,b,g}

N (c) {b,d,g} N [c] {b,c,d,g}

N (f ) N [f ] {f }

 

 

  

  

 
 

 گيري درست است؟ ر گراف شكل مقابل، كدام نتيجهد  :تست
1 (Gn{N [f ] 0  

2 (Gn(N (g))  5 

3 (G Gn(N (a)) n(N (b))   

4 (G Gn(N [c]) n(N (g)) 
 
 
 

 

G،V(G)در گراف :تست {a,b,c,d,e,f}وE(G) {ab,bc,ce,cd,de,ea,af }اگر. باشندميGN (x) {a,c} 
  كدام است؟xباشد،

1 (b  

2 (d 

3 (e   

4 (f 
 

G،V(G)در گراف :تست {V ,V ,...,V } ۱ ۲ E(G)و۶ {V V ,V V ,V V ,V V ,V V } ۱ ۳ ۲ ۵ ۲ ۴ ۳ ۴ ۱ GNمجموعه۶ [V ]۱ 
 چند عضو دارد؟

1 (3  

2 (4 

3 (5   

4 (2 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 :زیر گراف
ای از گرافی است کـه مجموعـه رئـوس آن زیـر مجموعـه Gیک زیر گراف از گراف
ای از مجموعـه هـای آن زیـر مجموعـه، و مجموعـه یـالGمجموعه رئوس گـراف

هـایی از  زیـر گـراف G۳و G۲و G۱هـایبه طور مثال گـراف. باشد Gهای یال
 .هستند Gگراف

 

 
 

V با Gكدام گزينه يك زير گراف  :تست {a,b,c,d,e} و E {ab,ac,bd,bc,de,ce} ؟باشدنمي 
 

  
1(   2 (   3(   4 ( 
 

 
 

  دارد؟2 و اندازه 3گراف شكل مقابل، چند زير گراف از مرتبه   :تست
1 (6  

2 (7 

3 (8   

4 (9 
 

 گراف شكل مقابل، چند زير گراف از مرتبه فرد دارد؟  :تست
1 (16  

2 (32 

3 (30   

4( 36 
 

. .

. . . .
.

.
.

.
.

. .. .

b. .
. .

a

cd

b. .
. .

a

cd



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

گرافي با مجموعه رأسي   :مثال V a,b,c,d,eحداكثر چند يال دارد؟  

 
 

  :نتيجه

 

 :محدوده تعداد یال
 :واره داریمهم qو اندازه  pدر هر گراف ساده از مرتبه  
 

 

  يال است اين گراف حداقل چند رأس دارد؟16گرافي داراي   :تست
1 (5  

2 (6 

3 (7   

4 (8 

 

 )مربوط به زمانی است که رئوس اسم داشته باشند( هاشمارش تعداد گراف
  

  :توجه شود كه

 

با مجموعه رأسي   :مثال V a,b,c,d,e ًيال وجود دارد؟3 – يال 2 – يال 1 چند گراف ساده با دقيقا  

 
 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  يال باشد؟5 رأس چند گراف مي توان ساخت كه داراي 7 رأس متمايز دارد با اين 7گرافي   :مثال

 
 

 ................هـا مـشخص اسـت  های آن هایی که تعداد یال شود نتیجه گرفت برای بدست آوردن تعداد گراف پس می

............................................................................................................................... 
 

با مجموعه رأسي   :مثال V a,b,c,d,e,f ًيال وجود دارد به طوريكه4 چند گراف ساده با دقيقا :  

  . باشندabهمگي فاقد يال ) الف

 . باشندabهمگي شامل يال ) ب

 .  باشندbe و cd و فاقد abهمگي شامل يال ) ج

 
 

 

با مجموعه رأسي   :مثال V a,b,c,d,eچند گراف ساده وجود دارد؟  
 
 
 

 
 

 

با مجموعه رأسي   :مثال V a,b,c,d,eچند گراف ساده وجود دارد به طوريكه : 

  . باشندabهمگي فاقد يال ) الف

 . باشندabل  همگي شامل يا )ب
 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  يال را نداشته باشد ؟3 يال مي توان ساخت كه 7 راس متمايز چند گراف داراي 10با   :مثال

 
 
 

 

  يال خاص را نداشته باشند؟2 يال مي توان ساخت كه هر كدام 4 رأس برچسب گذاري شده چند گراف با 9با   :مثال
 
 

 
 

 
 

 

  راس كلاً چند گراف موجود است؟11با  :مثال
 

 
 

 
 

 : راسي با رئوس متمايز وجود دارد به طوريكه 7چند گراف  :مثال
  يال 3داراي ) الف

 
 

 ab  يال فاقد يال5داراي )ب

 
 

 cd يال شامل يال 6داراي )ج

 

 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 ) است که رئوس اسم نداشته باشندمربوط به زمانی(: ها  تعداد گرافشمارش
 .است) ناهم ریخت(های متفاوت  منظور از تعداد گراف ها در کنکور سراسری تعداد گراف

 :ها یکسان است از جمله  ی خاصیت در دو گراف هم ریخت همه:توجه

 ی راس ها  درجه -1

 تعداد دورها -2

 های مجاورت راسنحوه -3

 طول دورها -4
 
 
 

 

 
pدهند یا  را می pqًها معمولا یا  مسائل پیدا کردن تعداد گرافدر  :تذكر q که در حالتpq های  به حالتاز تجزیه

pکنیم و در حالت  مختلف استفاده می qین مسائل صفت همبند بودن هم مطرح است که در اکثر ا.  از یک جدول صلیبی
 .کنیم های دیگری هم برای گراف ذکر شد به ان دقت می و اگر صفت. کنیم های مورد قبول را پیدا می با توجه به آن حالت

 

 )رئوس نامگذاري نشده اند(  وجود دارد؟3چند گراف متفاوت از مرتبه   :تست
1 (3  

2 (4 

3 (5   

4 (8 
 
 

 

 )رئوس نام گذاري نشده اند( يال چند گراف ساده وجود دارد؟ 3 رأس و 5با  :مثال

 

 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 )رئوس نام گذاري نشده اند( وجود دارد؟ 3ندازه  ا4چند گراف ساده از مرتبه  :تست
1 (1  

2 (2 

3 (3   

4 (4 
 
 
 

 

  يال داشته باشند؟3ها فقط   يك از آنتوان ساخت كه هر  مي6چند نوع گراف ساده از مرتبه  :تست
1 (4  

2 (5 

3 (6   

4 (7 
 

 
 

 

  باشد؟8آن ها چند گراف ساده و همبند وجود دارد كه مجموع مرتبه و اندازه  :تست
1 (1  

2 (2 

3 (3   

4 (4 
 
 
 

 

جموع مرتبـه و انـدازه   م(،  باشد20ي آن چند گراف ساده وجود دارد كه همبند بوده و حاصلضرب مرتبه و اندازه             :تست
 )93خارج ( ) باشد9آن 

1 (1  

2 (4 

3 (5   

4 (6 
 
 

 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  باشد؟10ي آنها چندگراف ساده وهمبند و نامنتظم وجود دارد كه مجموع اندازه و مرتبه :تست
1 (3  

2 (4 

3 (5   

4 (6 
 

 

 : درجه رأس

 .دهند نشان می deg(a)را با  aتعداد یال های گذرنده از هر رأس را درجه آن رأس گویند و درجه رأس 
 

 .ها را حساب كنيد در گراف مقابل درجه رئوس را بيابيد و سپس مجموع آن  :مثال
 

 

 

 

 

 
 

 
 

  :قضيه

 
 ................................................................................................................................زیرا

به عبارت دیگر اگر   pV V ,V ,...,V۱  : باشد آنگاه  qو اندازه  p مجموعه راسی یک گراف از مرتبه ۲
 

   pdeg(V ) deg(V ) ... deg(V ) q۱ ۲ ۲ 

 ideg(V ) q۲ 













deg(a)

deg(b)

deg(c)

deg(d)

deg(e)

deg(f )

 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  dو  bاش فرد باشد مانند  سی که درجهأر:  رأس فرد-١

  cو  eو  aاش زوج باشد مانند  سی که درجهأر:  رأس زوج-٢

 )أس ایزوله راس زوج استتوجه شود که ر( fاش صفر باشد مانند  سی که درجهأر  :)ایزوله(تنها رأس -٣

ًدهنـد مـثلا در  نـشان مـی و درجه آن را با aسی که در بین تمام رئوس بیشترین درجه را دارد مانند أر : max رأس -٤
شکل بالا   ۴  

ًمـثلا در شـکل . دهند نشان می و درجه آن را با fسی که در بین تمام رئوس کمترین درجه را دارد مانند أر : min رأس -٥
بالا    ۰ 

p  راسی که درجه اش :Full  رأس -٦   aسأًباشد مثلا در گراف مقابل ر باشد یا راسی که به تمام رئوس دیگر وصل می  ۱
 .است Fullراس 

 ........................................................................................................ :تذكر 

 

 

 وجود دارد، اگر درجه 2 و چهار رأس با درجه 3، سه رأس با درجه 4 يال، دو رأس با درجه 14 يك گراف با در:مثال
  باشد اين گراف چند رأس دارد؟1ساير رئوس 

 
 

 
 

 اگـر انـدازه ايـن      .  اسـت  11 و تعـدادي رأس از درجـه         4 رأس از درجـه      3 و   2 رأس از درجه     8اي  گرافي دار  :تست

 باشد مرتبه گراف كدام است؟   25گراف 
1 (13  

2 (14 

3 (15   

4 (16 

  

  
  

  
a  b  

c  
d  



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 باشد تعداد رئوس از 4 يا 3اگر درجه رئوس گراف . است  18، اندازه گراف برابر 10 از مرتبه Gف در گرا:تست
  كدام است؟3درجه 

1 (4  

2 (5 

3 (6   

4 (7 
 

 هستند 4 و بقيه رئوس از درجه 2 رأس از درجه x و 3 رأس از درجه 4، 30 و اندازه 20در يك گراف از مرتبه  :تست
  بيشتر است؟2 چند واحد از تعداد رئوس درجه 4تعداد رئوس درجه 

1 (0  

2 (1 

3 (2   

4 (3 
 

 )توجه شود که کلمه دنباله در کتاب درسی نیامده(): دنباله گرافی(ها دنباله درجه

 )یعنی از بزرگ به کوچک. (دنباله ای است که در آن درجات رئوس گراف ساده به ترتیب نزولی مرتب شده اند
 

 

  :بدانيد كه

 

 .مرتبه و اندازه اين گراف را بيابيد . مي باشد3 و 3 و 2 و 2 و 2در يك گراف دنباله درجه ها به صورت   :مثال

 

 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  وجود دارد؟4 و 3 و 3 و 2 و 2 و 1آيا گرافي با دنباله درجه هاي   :مثال

 
 

 

 
 

  :نتيجه  

  :اثبات

 
 

 ....................................................................................................................پس تكليف تعداد رئوس زوج چي ميشه؟  :سؤال   
    ..................................................................................................................................................................................................... 

 

  . است...................و تعداد رئوس زوج عددي ................... تعداد رئوس فرد عددي .  رأس دارد16گرافي   :تست
  د ، فردفر) 1

  فرد ، زوج)2

   زوج ، فرد)3

  زوج ، زوج)4
 

 

 .است........ و تعداد رئوس زوج عددي .........  راس دارد و تعداد رئوس فرد عددي 15گرافي :مثال
 
 

 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 : تعداد رئوس زوج گراف35از مرتبه در يك گراف   :تست
 .زوج است) 1
 .فرد است) 2
 .تواند باشد د دلخواهي ميهر عد) 3
 . است3مضرب ) 4
 
 

 

 (...............................):های تشخیص دنباله گرافی تکنیک
 .ها را از صورت مسأله پاک کنید های صفر در تشخیص بی تأثیرند آن جمله -١

 .ل رئوس زوج نیستتعداد رئوس فرد همواره باید زوج باشد و نیاز به کنتر -٢

 شرط اساسی  -٣ p p   را کنترل کنید که هیچ رأسی درجه بالاتر از  ۰ رأس هر درجه ۱ ًمـثلا اگـر . نداشته باشد ۱
شود که دنباله گرافی باید حـداقل دو جملـه مـساوی  نتیجه می.  داشته باشد٦ راس داشت حق ندارد راسی با درجه ٦گرافی 

 .داشته باشد

ًمـثلا اگـر در یـک گـراف .  استحداکثر به اندازه  Fullتعداد رئوس  -٤   رأس ٢باشـد گـراف حـداکثر مـی توانـد ۲
Fullبعبارت دیگر اگر تعداد . ( داشته باشدk  راسFull داشته باشیم k(  

pیک راس درجه  pاگر در گرافی از مرتبه  -٥ ۱)Full( اس درجه  و یک رp وجود داشت آنگاه گراف ) Fullنیمه ( ۲
 .تواند داشته باشد  می١س درجه أحداکثر یک ر

 

 هاي زير گرافي است؟ كداميك از دنباله  :تست
 4  و 4 و 4 و 3 و 2 و 1 و 1) 1

 6 و 5 و 3 و 3 و 2 و 1 و 0 و0 و0) 2

 5 و 5 و 3 و 3 و 1 و 1) 3

 3 و 3 و 3 و 1 و 1 و 1و  0 و0) 4



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 (...............................) :الگوریتم هاول 

س بعدی هر کدام یک واحد کـم رأ kسپس از ).  kًمثلا جمله با درجه(در این روش بزرگترین جمله دنباله را حذف می کنیم 
می کنیم و دنباله حاصل را به صورت نزولی مرتب می نمائیم و این عمل را دوباره تکرار می کنیم اگر این کار ممکن نـشد و یـا 

 .جمله منفی ایجاد شد گراف ساده نیست و اگر پس از چند تکرار تمامی جملات صفر شد گراف ساده است
 

 ٦ و ٦ و ٤ و ٣ و ٢ و ٢ و ١ و ١ و ١ ٥ و ٤ و ٤ و ٤ و ٣ و ٢ ٤ و ٤ و ٤ و ٣ و ٢  و٢ ٥ و ٤ و ٣ و ٢ و ١ و ١

 ٥ و ٣ و ٢ و ٢ و ٢ ٥ و ٤ و ٣ و ٣ و ٢ و ١ ٥ و ٤ و ٤ و ٣ و ٣ و ١و  ٠ ٦ و ٥ و ٤ و ٤ و ٣ و ٢

 

 

 صورت مي تواند باشد؟ دنباله درجه رئوس آن به كدام 6در يك گراف ساده از مرتبه   :تست
 5 و 4 و 3 و 2 و 2 و 0) 1
 5 و 4 و 3 و 2 و 2 و 1) 2
 5 و 4 و 3 و 2 و 1 و 1) 3
 5 و 4 و 3 و 3 و 2 و 1) 4
 

 

 كدام گزينه نمي تواند نشان دهنده دنباله درجات رئوس آن باشد؟.  رأس است5گرافي شامل  :تست
 4 و 3 و 2 و 1 و 0) 1
 4 و 4 و 4 و 4 و 4) 2
 1 و 1 و 1 و 1 و 0) 3
 2 و 2 و 2 و 2 و 2) 4



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 كدام يك از دنباله هاي زير مي تواند مربوط به يك گراف ساده باشد؟ :تست
 5 و 5 و 4 و 4 و 3 و 2 و 2) 1
  6 و 6 و 4 و 4 و 1 و 1) 2
 4 و 3 و 3 و3 و 3 و 2 و 2) 3
 3 و 3 و 3 و 3 و 3 و 3 و 3) 4

 

 
 

 

 كدام دنباله گرافي است؟ :تست
 5 و 4 و 3 و 2و 0) 1
 3 و 3 و 2 و 2 و 0) 2
 4 و 3 و 2 و 2 و 0) 3
 5 و 3 و 3 و 2 و 0) 4
 
 
 

 

 كدام دنباله گرافي است؟ :تست
 8 و 8 و 8 و 7 و 7 و 5 و 5 و 3 و 3) 1
 7 و 7 و 7 و 5 و 5 و 3 و 2 و 2) 2
 4 و 4 و 4 و 2 و 2) 3
 3 و 3 و 3 و 3 و 2 و 2 و 2 و 0 و 0 و 0) 4
 
 
 

 

 كدام دنباله گرافي است؟ :تست
 5 و 4 و 3 و 2 و 2و 1) 1
 4 و 4 و 4 و 3 و 2 و 1) 2
 5 و 4 و 3 و 2 و 2 و 0) 3
 5 و 5 و 3 و 3 و 1 و 1) 4
 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 رجه هاي گراف ساده نيست؟كدام دنباله ، دنباله د :تست
 3 و 3 و 2 و 2 و 2) 1
 3 و 3 و 3 و 3 و 2) 2
 4 و 4 و 4 و 2 و 2) 3
 3 و 3 و 3 و 2 و 1) 4
 
 

 

 كدام مـي توانـد      X.  است :S 7 و   7 و   7 و   6 و   6 و   6 و   5 و   xدنباله نزولي درجات رئوس يك گراف به صورت          :تست
 باشد؟

1 (3  

2 (2 

3 (4   

4 (5 
 
 

 

  كدام مي تواند باشد؟x باشد x و 3 و 3 و 3 و 2 و 2 و 1اگر درجه رئوس يك گراف ساده به صورت  :تست
1 (3  

2 (4 

3 (5   

4 (8 
 

 
 

  كدام است؟x + yحداقل .  است5 و 5 و 3 و 3 و x و yدر يك گراف ساده دنباله درجات رئوس به صورت  :تست
1 (3  

2 (4 

3 (5   

4 (6 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

aحداكثر  4 و 4 و 2 و 2 و  aو  b در گرافي با درجه رئوس :تست b كدام است؟ 
1 (10  

2 (9 

3 (8   

4 (7 
 

 
 

S 6 و 6 و 6 و 6و  xو  y و 4در گرافي با دنباله درجه هاي   :تست   ؟xحداكثر مقدار   :
1 (6  

2 (5 

3 (4   

 .چنين گرافي وجود ندارد) 4
 

 
 

هاي يـك گـراف و    سأتعداد ر Pهستند اگر 4 و 3 و 1و a وbوcدرجه رئوس يك گراف ساده و همبند اعداد        :تست

q هاي گراف و   تعداد يالq P
۳
وعه هاي مجم باشد تعداد جواب ۲ a,b,c 93داخل(كدام است؟( 

1 (1  

2 (2 

3 (3   

4 (4 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 :ها  ها از روی حاصلضرب آن تشخیص درجه
 : دهد  کنیم که سه حالت عمده رخ می دد را به اعداد  اول تجزیه میها را دادند آن ع ی راساگر حاصلضرب در جه 

 . گیریم در نظر می) ١(ها را  که در این حالت بقیه درجه.تعداد اعداد اول موجود در حاصل ضرب کمتر از مرتبه گراف است -١

ها  ٢ًمعمولا دو تا از (کترها  از کوچ تا٢تعداد اعداد اول موجود در حاصل ضرب بیشتر از مرتبه گراف است که در این حالت  -٢
 . گیریم در هم ضرب کرده و یک درجه در نظر می) را

ًتعداد اعداد اول موجود در حاصل ضرب برابر با مرتبه اسـت کـه در ایـن حالـت احتمـالا همـین اعـداد درجـه راس هـا  -٣
 .قرار دهید) ١(ی یک راس دیگر  فرض کنید و به جای درجه٤ ها را ضرب کرده و ٢اگر نبودند دو تا از .هستند

 

 18 و 144 و 72ي راس هاي آن هر يك از اعداد  كه حاصل ضرب درجه5دنباله درجات رئوس گراف از مرتبه  :مثال
  . باشد را پيدا كنيد مي

 
 

 
 

  باشد؟5هاي يك گراف مرتبه سي راكدام عدد نمي تواند حاصل ضرب درجه  :تست
1 (128  
2 (72 

3 (16   

4 (27 

 
 

 چند راس فرد دارد؟ است اين گراف 108 برابر 5 از مرتبه Gي راس هاي گراف حاصل ضرب درجه  :تست
  هيچ) 1

2 (2 

3 (4   

4 (3 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

ي   اسـت ايـن گـراف چنـد راس از درجـه            192 برابـر    6ي   از مرتبـه   Gهاي گراف   ي راس حاصل ضرب درجه    :تست
 ماكزيمم دارد؟

1 (1  

2 (2 

3 (3   

4 (4 
 

 هاي اين گراف كدام است ؟ است تعداد يال360ها ي تمام راس حاصل ضرب درجه6ي در گرافي از مرتبه  :تست
1 (10  

2 (7 

3 (9   

4 (8 
 

 :گراف منتظم
که درجـه تمـام منتظم منظور گرافی است  rگرافی است که درجه تمام رئوس آن با هم برابر باشند و هر وقت گفتند گراف 

 .است rرئوس آن 

   
  

  ٣ی  منتظم مرتبه-٠  ٤ی  منتظم مرتبه-١  ٦ی  منتظم مرتبه-٢  ٤ی  منتظم مرتبه-٣  ٦ی  منتظم مرتبه-٢

 : در مورد گراف منتظم به نکات زیر توجه شود
 :همواره داریم  qو اندازه  pمنتظم از مرتبه  rدر هر گراف  :1توجه

 .توانند فرد باشند هر دو نمی rو  pمنتظم باشد در این صورت  rو  pگرافی از مرتبه  Gاگر  :2توجه

 :  منتظم همواره داریم rدر هر گراف  :3توجه

 .اگر درجه رئوس یک گراف تشکیل تصاعد دهند گراف منتظم است :4توجه

  .دهند نشان می nC را باnمنتظم مرتبه۲های  گراف :5توجه

 
C۳ C۴ C۵ C۶



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  مي باشد چند يال وجود دارد؟1 رأس كه درجه هر رأس 8در گرافي با   :مثال
 

 
 

 

 داشته باشيم pمنتظم از مرتبه  -3اگر در گراف :تست q p  س دارد؟ اين گراف چند رأ۱۵
1 (3  

2 (4 

3 (5   

4 (6 
 

 

  چند جواب وجود دارد؟r براي 13منتظم از مرتبه -rدر يك گراف :تست
1 (6  

2 (7 

3 (11   

4 (10 
 

 

  چند جواب وجود دارد؟r براي 12منتظم از مرتبه  -rدر يك گراف   :تست
1 (6  

2 (7 

3 (11   

4 (12 
 

 

 كدام گراف وجود دارد؟  :تست
 9منتظم مرتبه  -5) 1
 15منتظم با اندازه  -4) 2
 12منتظم با اندازه  -6) 3
 21منتظم با اندازه  -6) 4



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 وجود دارد؟  چند جوابr واحد بيشتر از تعداد رأس هاست براي 3منتظم تعداد يال ها  -rدر يك گراف   :تست
1 (1  

2 (2 

3 (3   

4 (4 

 
  

 

 منتظم رابطه 3در يك گراف   :مثال q (p )۳ ۴  . را بيابيد و گراف را رسم كنيدq و p برقرار است ۱
  
 
 

 
  باشد؟12ها   منتظم وجود دارد كه مجموع مرتبه و اندازه آن-2چند نوع گراف  :تست

1 (1  

2 (2 

3 (3   

4 (4 
 
 

 

  باشد؟15 منتظم وجود دارد كه مجموع مرتبه و اندازه آن -3چند گراف  :تست
1 (2  

2 (3 

3 (4   

4 (1 
 
 

 

 ..................................................................... برابر است با pمنتظم از مرتبه  ۲های تعداد گراف :تذكر
............................................................................................................................................... 

 



  ش

  

ــازي  ٨٥ ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  . را بنويسيد7منتظم مرتبه -2تمام گراف هاي   :مثال
 
 
 
 
 
 

 

 . را بنويسيد9منتظم مرتبه -2تمام گراف هاي   :مثال
 
 
 
 

 
 :گراف تهی

 را تهی گویند هرگاه درجـه تمـامی رئـوس آن صـفر PKبعبارتی دیگر گراف . گرافی را که هیچ یالی نداشته باشد تهی گوئیم
 .منتظم است ۰یعنی گراف تهی یک گراف . باشد

 

 : عبارتند از4 تا 1هاي تهي از مرتبه  گراف :المث
 

 

 

 
 

  :گراف کامل
 )ها در آن رسم شده باشد گرافی است که تمام یال.(گرافی است که بین هر دو رأس آن یک یال وجود دارد

 . نشان می دهند pkرا با  pگراف کامل مرتبه 

 
 

K۱ K۲ K۳ K۴ 

  
  

 
  

 
 
 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 ) كتاب درسي42 صفحه 7تمرين ( . را رسم كنيد5 تا 1هاي كامل مرتبه  گراف :مثال
 

 

 

 
 

 

p درجه هر رأس pkدر گراف  :1توجه وس بـا زیرا هر رأس با تمام رئوس بجز خودش وصـل اسـت و تمـام رئـ.  است۱
 : داریم pkبنابراین در هر گراف . درجه ماکزیمم اند

 

 همواره pkدر گراف  :2توجه 
  
 

p
q زیرا در گراف کامل حداکثر یال ها رسم شده است و بدانید که اگـر گرافـی .  است۲

 رأس pبا  
 
 

p

 .داشته باشد کامل است یال ۲

 .هر گاه در تستی جملات زیر مطرح شد منظور گراف کامل است
 . راس آن یال باشد٢گرافی که بین هر ـ 

 .گرافی که حداکثر یالها در آن رسم شده است ـ

pگرافی که درجه تمام رئوس آن ـ   .باشد ۱

های آن   تعداد یالگرافی کهـ  
 
 

p

 .باشد۲

 .باشد Fullگرافی که در جه تمام رئوس آن ـ 

گرافی که در آنـ     p ۱ 

گرافی کهـ  (p  .منتظم باشد ۱(

 باشد و برعکس V(G)که همسایگی بسته تمام رئوس آن برابر مجموعهگرافی ـ 

 . های خاص توجه کنید به جدول اندازه گرافـ 

K۱۲ K۱۱ K۱۰ K۹ K۸ K۷ K۶ K۵ K۴ K۳ K۲ K۱ گراف 
 اندازه ٠ ١ ٣ ٦ ١٠ ١٥ ٢١ ٢٨ ٣٦ ٤٥ ٥٥ ٦٦

  

K۵ 

  
 

 

 

  

 

 

 

K۲ K۳ K۴ K۵ 

 

  

  

 



  ش

  

ــازي  ٨٧ ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  چند يال دارد؟k۹گراف :مثال

 
 
 

 
 

  است؟55در كدام گراف كامل تعداد يال ها   :مثال
 
 
 
 

 

يال است در اين گراف36داراي pkگراف كامل :مثال (G) , (G)كتاب درسي42 صفحه6تمرين( را مشخص كنيد؟ ( 
 
 
 
 

 )91داخل ( شود؟ باشد با افزودن چند يال كامل مي8يك گراف همبندكه مجموع مرتبه و اندازه آن :تست
1 (3  
2 (2 

3 (1   

4 (4 
 

 
 ) كتاب درسي42 صفحه 14تمرين (:  منتظم بكشيد كه k رأسي غير تهي 4يك گراف  :مثال

 . بيشترين مقدار ممكن را داشته باشدk)الف
 

 

 
 .ترين مقدار ممكن را داشته باشد كمk)ب
 
  



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  چند يال اضافه كنيم تا كامل گردد؟6منتظم از مرتبه  -3 يك گراف به :تست
1 (9  

2 (5 

3 (6   

4 (7 
 

 

 مجموع مرتبه و اندازه اين گراف كدام است؟ . رابر تعداد رئوس است ب4ها  در يك گراف كامل تعداد يال :تست
1 (35  

2 (45 

3 (50   

4 (60 

 
 

رـ اگ G(V,E)راف  ـدر گ  :تست V a,b,c,d,e,f   وE(G)      اه از هـر عـضو       ـ پانزده عضو داشته باشـد آنگ ـV  

 كند؟ چند يال عبور مي

1 (3  

2 (4 

3 (5   

4 (6 
 

 كند؟ ها چه تغييري مي  با حذف يك يال درجه راسk۵در گراف  :مثال
 
 
 
 

 

 ..................................) زیاد بود(اگر تعداد یالهای یک گراف در تست داده شده نزدیک به گراف کامل بود  :تذكر

................................................................................................................................................ 



  ش

  

ــازي  ٨٩ ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  است؟max يال درجه چند رأس 27 رأس و 8در گرافي با    :تست
1 (7  

2 (6 

3 (5   

4 (4 
 
 

 

 )بحث كنيد( كند ؟   يال درجه راس ها چه تغييري مي2 با حذف k۵در گراف  :مثال
 
 

 
 
 
 

 

 است؟  maxدرجه حداكثر چند رأس  يال 34رأس و  9در گرافي با   :تست
1 (7  

2 (6 

3 (5   

4 (4 
 

 
  كدام است؟ترين مقداركم.  است24ه  و انداز8 از مرتبه Gگرافي :تست

1 (2  

2 (3 

3 (4   

4 (5 
 
 
 
 
 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  مقدار يال، بيشترين23 رأس و 8در گرافي داراي  :تست  كدام است؟  
1 (3  

2 (4 

3 (5   

4 (6 
 
 

 

 

 

 

 
ين مقدارتركم.  يال است39 رأس و 10 داراي Gگراف :تست  كدام است؟  

  صفر) 1

2 (1 

3 (2   

4 (3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 



  ش

  

ــازي  ٩١ ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  دارد؟9 يال، حداكثر چند رأس درجه 31 رأس و 10گرافي با  :تست
1 (3  

2 (4 

3 (5   

4 (6 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 مکمل یک گراف
کـه مجموعـه رئـوس آن همـان مجموعـه رئـوس دهیم گرافی است نمایش می Gیا cGکه آن را با Gمکمل گرافی مانند

به عبارت ( .یالی وجود نداشته باشد Gیک یال است اگر و تنها اگر بین همان دو رأس در Gاست و بین دو رأس از Gگراف
 )گراف کامل حاصل شود را روی هم قرار دهیم یک Gو Gدیگر اگر رئوس گراف

     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 ست؟ كدام اGمجموع مرتبه و اندازه گراف.  است21 و اندازه 8 از مرتبه Gگراف :تست
1 (7  

2 (14 

3 (18   

4 (15 
 
 

 

 يـال باشـد،     15 داراي   Gاگـر .  اسـت  4 برابر   a درجه رأس  G و در گراف   3 برابر   a درجه رأس  Gدر گراف  :تست
  كدام است؟Gاندازه گراف

1 (12  

2 (13 

3 (14   

4 (15 

G :

a b

c d

a b

c d

G :

G : G :

a

b
c

d

e

a

b
c

d

e



  ش

  

ــازي  ٩٣ ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

,درجات رئوس يك گراف :تست , , , ,۵ ۴ ۳ ۳ ۲  درجات رئوس مكمل اين گراف كدام است؟.  است۱
1 (, , , , ,4 2 2 1 1 0  

2 (, , , , ,4 3 2 2 1 0 

3 (, , , , ,5 2 2 2 2 1   

4 (, , , , ,4 3 3 2 1 1 

 
 

 

  كدام است؟Gترين مقدار براي مجموع مرتبه و اندازهكم.  است10 برابر Gمجموع مرتبه و اندازه گراف :تست
1 (4  

2 (10 

3 (25   

4 (44 

 
 

 :مسیر در گراف
ًقطعـا . ها به رأس دیگری برویم مسیر یعنی از یک رأس شروع کنیم و با عبور از روی یال

 .باشد تکرار رأس و یال هم مجاز نمی

 .گوئیم  مسیر را میهای پیموده شده در تعداد یال:طول مسیر

 
 
 

 
 
 

  :بنابراين  

2به طول   

3طول به   

4طول به   



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 نکاتی پیرامون مسیر
 .هرگاه در سؤالی گفتند مسیر به طول صفر منظور همان رأس است :1نكته

 .هرگاه در سؤالی گفتند مسیر به طول یک منظور همان یال است :2نكته

nبه طولمسیر (رأسی  nگرافی که تنها از یک مسیر :3نكته واضـح . دهـیمنشان مـی nPتشکیل شده باشد را با)  ۱
nدارایnPاست که گراف  یال است و در آن۱  و ۲   :انند این شکلم. باشدمی ۱

 
 

nبرابرnPدر گراف mتعداد مسیرهای به طول :توجه m است. 
 

 :شمارش مسیرها
 .اگر گراف کامل نباشد تنها راه شمردن از روی شکل است -١

 . مسیرها را می شماریمهای شمارشروش باشد با اگر گراف کامل -٢
 

  وجود دارد؟e به a از 3در گراف شكل مقابل چند مسير به طول  :تست
1 (5  

2 (4 

3 (3   

4 (2 
 

 

 

  :pkبحث در گراف
  چند مسير متفاوت وجود دارد؟v و u بين دو رأس دلخواه و متمايز k۴در گراف  :مثال

 
 

 

 
 

p)]:برابر است با  pkتعداد مسیرها بین دو راس مشخص در گراف : روش دوم )! e] ۲  کهe / ۲  .باشد می۷۲

. . . . ... . .



  ش

  

ــازي  ٩٥ ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 . تكرار كنيدk۵مثال قبل را براي گراف  :مثال

 
 

 

 
 

  وجود دارد؟4، چند مسير متفاوت به طول vو u  متمايز بين دو رأس دلخواه وk۶در گراف  :مثال

 
 

 

 
 

 با مجموعه رأسيk۶در گراف :مثال V a,b,c,d,e,f: 

  نگذرد؟c وجود دارد كه از رأس 4 چند مسير متفاوت به طول b و aبين ) الف

  بگذرد؟d وجود دارد كه از رأس 4ه طول  چند مسير متفاوت بb و aبين ) ب

  بگذرد؟d نگذرد و از c وجود دارد كه از 4 چند مسير متفاوت به طول b و aبين ) ج

  باشد؟ cd وجود دارد كه شامل يال 4 چند مسير متفاوت به طول b و aبين ) د

  باشد؟cd وجود دارد كه فاقد  يال 4 چند مسير متفاوت به طول b و aبين ) ـه



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  وجود دارد؟3 چند مسير متفاوت به طولk۵در گراف :ثالم

 

 

 
 

 

  چند مسير متمايز وجود دارد؟k۵در گراف :مثال

 

 
 
 

 

 .د دارد كه شامل همه رئوس ديگر باشد وجوb و a چند مسير بين k۵در گراف :تست

 :نكته    4) 1

2 (8 

3 (10   

4 (6 

 
 

 

  كدام است؟p.  وجود داردv به uاز   3 مسير به طول 20 آن مي باشند  دو رأس متمايزv وu كهpkدر گراف :تست

1 (5  

2 (6 

3 (7   

4 (4 



  ش

  

ــازي  ٩٧ ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 تواند باشد؟م مي كداnPمجموع مرتبه و اندازه يك گراف :تست
1 (18  

2 (20 

3 (54   

4 (25 
 

 

  كدام است؟P۷مجموع درجات رئوس گراف :تست

1 (8  

2 (9 

3 (12   

4 (14 
 

 

 با كدام گراف برابر است؟Gهاي گرافتعداد يال. است24، حاصل ضرب درجات رئوس7از مرتبهGدر گراف:تست

1 (P5  

2 (P4 

3 (P6   

4 (P7 
 

 

  وجود دارد؟4 چند مسير به طول P۶در گراف :تست
1 (1  

2 (2 

3 (3   

4 (4 
 

 

  چند مسير وجود دارد؟P۵در گراف :تست
1 (10  

2 (8 

3 (15   

4 (12 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  تبديل شود؟P۷ چند يال بايد برداريم تا بهK۷از گراف :تست
1 (10  

2 (14 

3( 15   

4 (16 
 

 ):متصل(گراف همبند 
 .گرافی است که بین هر دو رأس آن حداقل یک مسیر وجود داشته باشد

 

      . فاقد رأس ایزوله است١گراف همبند از مرتبه بزرگتر از : 1تذكر     همبند۱

 .گوئیم های همبند تشکیل شده است که به هر قسمت یک مؤلفه یا یک بخش می هر گراف ناهمبند از قسمت: 2تذكر

n(Kهای کامل تمام گراف :3تذكر n(C حلقویهای و گراف ( n(Pهای خطی و گراف ( n(Tای های سـتاره و گراف ( بـه  (
 . باشند ها همبند میnازای همه 

 
 
 

 
 

 

  حداقل چند يال دارد؟4يك گراف همبند از مرتبه  :مثال

 
 
 

 

 
 

 چندتاست ؟ pی حداقل یال یک گراف همبند مرتبه :پس
 

pاگر گرافی از  :بنابراين    ً یال دارد قطعـا ٥ که ٧ی ًمثلا گراف مرتبه.............. ..........یال کمتر داشته باشد  ۱

 .ناهمبند است

  بخشی٣گراف   بخشی٢گراف 



  ش

  

ــازي  ٩٩ ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  چگونه است؟:S  3  و2 و 2 و 1 و 1 و 1 و 1 و 1گرافي كه دنباله درجه هاي رئوس آن  :مثال

 
 
 
 

 

  حداكثر چند يال دارد؟5 يك گراف ناهمبند از مرتبه :مثال
 

 
 
 

 

 چندتاست ؟ Pی حداکثر یال گراف ناهمبند مرتبه :پس
 

اگر گرافی از  :  بنابراين
p  
 
 

۱
 یـال دارد ١٦ کـه ٧ی ًمثلا گراف مرتبه............... ......یال بیشتر داشته باشد  ۲

 .ًقطعا همبند است
 

 

 

 

 چند يال به اين گراف اضافه كنيم تا كامل گردد؟.  بيشترين يال ممكن را دارد9گراف ناهمبندي از مرتبه  :تست
1 (6  

2 (7 

3 (8   

4 (9 
 

 

  مؤلفه تشكيل شده است حداكثر چند يال دارد؟3 كه از 11يك گراف از مرتبه  :مثال
 
 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 :دور درگراف
). بجز رأس ابتدایی و انتهایی(بنابراین همانند مسیر رأس و یال تکراری ندارد . هایش یکی استمسیری است که ابتدا و انت

 .همچنین تعداد یال های پیموده شده در دور را طول دور گوئیم
 

 
 
 
 

 

 تمام دورهاي موجود را مشخص كنيد؟ K۴در گراف  :مثال

 
 
 

 

 .در گراف مقابل تمام دورهاي موجود را بنويسيد :مثال
 
 

 

 
 

  مي باشد حداكثر چند دور وجود دارد؟2 رأس كه درجه هر رأس 13در گرافي با  :تست
1 (1  

2 (3 

3 (4   

4 (12 
 

 

 

 

  دارد؟4، حداكثر چند دور به طول 2 رأس درجه 45گرافي با  :مثال
 
 
 

 ٣دور به طول : 

 ٤ل دور به طو: 

٥دور به طول :   



  ش

  

ــازي  ١٠١ ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 :رسم گراف وقتی که درجه رئوس را داشته باشیم
بق الگوریتم هاول دنبالـه را کوچـک کنـیم و ابتـدا دنبالـه برای رسم گراف از روی درجه رأس های آن ، بهتر است که یک بار ط

سپس رأس کنار گذاشته را در جای مناسب قرار دهیم و آن را به رأس هایی که یال از آنها کنده شده . کوچک شده را رسم کنیم
 .وصل کنیم

 

 ؟ چند دور دارد3 و 3 و 3 و 2 و1گرافي با درجه رئوس  :تست
1 (2  

2 (3 

3 (4   

4 (1 
 

 می دهیم و بقیه رئوس را در وسط سـپس از مجاور نباشند آن دو رأس را بالا و پايين قرار Maxاگر قرار شد دو رأس با درجه 
 .رئوسی که در وسط قرار دارند به دو رأس بالا و پائین وصل می کنیم

 

  دارد؟4  كه دو رأس با درجه بزرگتر مجاور نيستند چند دور به طول 3 و 3 و 2 و 2 و 2گرافي با دنباله درجات  :تست
1 (1  

2 (2 

3 (3   

4 (9 
 

 كه دو رأس با درجه بزرگتر مجاور نباشند چنـد دور            7 و   7 و   2 و   2 و   2 و   2 و   2 و   2 و   2در گرافي با دنباله درجات       :تست
 ؟  وجود دارد

1 (7  

2 (14 

3 (21   

4 (28 
 

  دارد؟4اين گراف چند دور با طول .  يال است12 منتظم داراي -3گراف ناهمبند  :تست

1 (3  

2 (4 

3 (6   

4 (8 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  دارد؟4 چند دور با طول مقابل،گراف  :تست
1 (6  

2 (9 

3 (8   

4 (7 
 
 

 

 )96 داخل(، موجود است؟ 4رو، چند دور با طول  منتظم روبه-3 گراف در :تست
1 (6  

2 (9 

3 (8   

4 (7 
 

 

  وجود دارد؟  5در گراف مقابل چند دور با طول  :تست

1 (4  

2 (6 

3 (8   

4 (12 
 

 

  دارد؟5دور به طول گراف شكل مقابل چند  :تست
1 (7  

2 (8 

3 (9   

4 (12 
 

 

  داريم؟5 منتظم مقابل چند دور با طول -3در گراف  :تست

1 (3  

2 (4 

3 (5   

4 (6 
 



  ش

  

ــازي  ١٠٣ ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 در مورد گراف مقابل كدام گزينه صحيح است؟ :تست

  . دارد5دوري به طول ) 1
  . دارد6دوري به طول ) 2
 . مي باشد1 برابر 4تعداد دورهاي به طول ) 3
  . برابر چهار مي باشد3 طول تعداد دورهاي به) 4

 
 
 
 
 
 

 
 

,هاي در يك گراف بادرجه رأس :تست , , , ,۵ ۴ ۳ ۳ ۲  )98خارج(، كدام است؟3، تعداد دورها با طول ۱
1 (3  

2 (4 

3 (5   

4 (6 
 
 
 
 

 

 )98داخل( است؟4 منتظم، داراي چند دور با طول -4 رأسي 6يك گراف ساده  :تست
1 (9  

2 (10 

3 (12   

4 (15 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 ٣دور به طول : 

 ٤دور به طول : 

٥دور به طول :   

pkبحث در گراف
 : 

در گـراف کامـل معـادل بـا mدور بـه طـول . در گراف کامل برای بدست آوردن دورها می توان از آنالیز ترکیبی کمک گرفـت
 .رأس انتخاب می کنیم و سپس جایگشت بازی راه می اندازیمmیعنی اول . مهره است mساختن یک دستبند با 

 
 

 

 

 
 

pk) pدر گراف  Lتعداد دورهای به طول      :عبارتست از) ۳
 

 
 

 )94همايش جمع بندي خرداد ( وجود دارد؟ 4د دور با طول  چن5در يك گراف كامل از مرتبه  :تست
1 (9  

2 (10 

3 (15   

4 (20 
 

 

 

 

 

 

 

 )94داخل (  وجود دارد؟5 طول  چند دور با5در يك گراف كامل از مرتبه  :تست
1 (12  

2 (15 

3 (16   

4 (24 
 

در گرافي با مجموعه راسي  :مثال V a,b,c,d,e,f وجود دارد كه 4 چند دور به طول : 

 . باشدaشامل راس ) الف
 

  . باشدbفاقد راس ) ب
 

 



  ش

  

ــازي  ١٠٥ ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

a   b   

c   

d   

e   

  وجود دارد؟  3چند دور به طول  } 4 و 4 و 4 و 3 و 3{ و درجه رئوس e , d , c , b , aدر گرافي با رئوس  :تست
 

1 (6  

2 (7 

3 (8   

4 (9 

 
 

 

 )96 خارج( در اين گراف موجود است؟ 4چند دور با طول .  حذف شده استab، يال 5ي  گراف كامل از مرتبهدر :تست
1 (7  

2 (8 

3 (9   

4 (10 
 
 

 
 

  چیز درباره گراف پترسنهمه
 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 :گری و مجموعه احاطه گرمفهوم احاطه
 .به گراف مقابل توجه کنید

 :مجموعه رأسی گراف عبارتست از

V(G) {a,b,c,d,e,f ,g,h} 
Aحال زیر مجموعه {a,e,g}را در نظر بگیرید. 

 . مجاور استVبا حداقل یکی از عضوهایAآیا قبول دارید هر عضو از مجموعه

Aبه مجموعه {a,e,g}پس. گر گویند یک مجموعه احاطه: 

 باشـد و یـا Dنامیم، هرگاه هر رأس از گراف یا در می گرمجموعه احاطه را Gاز مجموعه رئوس گراف  Dزیر مجموعه
 .باشدمجاور  Dحداقل با یکی از رئوس

 .اند داشته باشدتوِهای احاطه گر مختلفی میواضح است که هر گراف، مجموعه

 

 ؟گر استدر گراف روبرو كدام مجموعه احاطه :تست
1 ({h,f}  

2 ({h,d} 

3 ({a,d,g}   

4 ({b,e} 

 
 

   ؟نيستگر هاي زير براي گراف مقابل، احاطهدام يك از مجموعهك :تست
1 ({a,b,c,d,e}  

2 ({a,b,g,h, j} 

3 ({a,i,h}   

4 ({f ,g,h,e} 
 

 

   ؟شودنمي احاطه aچند رأس گراف توسط. باشد مي3 برابر a، درجه رأس10در گراف از مرتبه  :تست
1 (4  

2 (5 

3 (6   

4 (7 

a. .

. .

.

.

..

b c

h

gf

d e

a

b

c

h

g d
e

.

.

.

.

.

.

..
f



  ش

  

ــازي  ١٠٧ ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

   اندازه گراف كدام است؟. گر وجود دارد مجموعه احاطه31اد در گراف كاملي به تعد :تست
1 (6  

2 (10 

3 (15   

4 (21 
 

,گرافي با درجات :تست , , , ,۳ ۳ ۱ ۱ ۱   دارد؟2گر با اندازه  چند مجموعه احاطه۱
1 (3  

2 (2 

3 (1   

 صفر) 4
 

توانـد داشـته    ازه گراف چنـد مقـدار مختلـف مـي         اند. گر يك عضوي دارد    مجموعه احاطه  10 از مرتبه    Gگراف :تست
 باشد؟

1 (28  

2 (36 

3 (29   

4 (37 
 

 :گر مینیمم و عدد احاطه گریمفهوم احاطه
 .توجه کنیدبه گراف مقابل 

 .های احاطه گر زیر را در نظر بگیریدمجموعه
A {a,e,g}

B {a,b,c,d,e,f ,g,h}

C {b,f }

D {a,e,g,f }






 

 
 

 ترين عضو را دارد؟گر فوق كدام مجموعه كمهاي احاطهدر بين مجموعه :سؤال
 
 

a. .

. .

.

.

..

b c

h

gf

d e



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

تـرین تعـداد عـضور را دارنـد گـری کـه کـمهای احاطهیا مجموعه، مجموعه Gگر گرافهای احاطهدر بین تمام مجموعه
 (G)نـامیم و آن را بـا مـی گـری گـرافعدد احاطـهای را و تعداد اعضای چنین مجموعه گر مینیمممجموعه احاطه

 .دهیمنمایش می

 .گوييممجموعه می یکGفگر مینیمم از گراگاهی اوقات برای راحتی به یک مجموعه احاطه :تذكر
 

 گر مينيمم است؟  در گراف شكل مقابل كدام مجموعه، يك مجموعه احاطه :تست
1 ( D d,i,c,h1  

2 ( D a,f , j2 

3 ( D c,f , j,g3   

4 ( D f ,c,h4 
 

 
 گري گراف مقابل كدام است؟عدد احاطه :تست 

1 (1  

2 (2 

3 (3   

4 (4 

 
 گري گراف مقابل كدام است؟عدد احاطه :تست

1 (2  

2 (3 

3 (4   

4 (5 
 

 
 گري گراف مقابل كدام است؟عدد احاطه :تست

1 (1  

2 (2 

3 (3   

4 (4 

a c

d i

f

eb

jh

g



  ش

  

ــازي  ١٠٩ ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 گري گراف مقابل كدام است؟عدد احاطه :تست
1 (2  

2 (3 

3 (4   

4 (5 
 

 گري كدام است؟در گراف شكل مقابل، عدد احاطه :تست
1 (2  

2 (3 

3 (4   

4 (5 
 

 

 رو كدام است؟گري گراف روبهعدد احاطه :تست
1 (6  

2 (7 

3 (8   

4 (9 

 
 

 است؟رو كدام گري گراف روبهعدد احاطه :تست
1 (5  

2 (6 

3 (7   

4 (8 
 

 

  برابر با كدام است؟(G)براي گراف مقابل،  :تست
1 (2  

2 (3 

3 (4   

4 (5 
 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 گر مینیمالمجموعه احاطه
 گر هست و کدام نیست؟های زیر برای گراف شکل مقابل احاطهمشخص کنید کدام یک از مجموعه :1سؤال

A )الف {a,b,c,d,e} 

B )ب {f ,g,h,i, j} 

C) پ {a,b, j,h,g} 

D) ت {a,i,h} 

E) ث {f ,g,h,e,d} 

F) ج {f ,g,h,e} 

 کـه  وجـود داردییها  رأسایها رأس   از آنکیگر بودند در کدام   که احاطه١ مطرح شده در سؤال یها از مجموعه :2سؤال
 گر باشد؟ مانده هنوز احاطه یٔ مجموعه باقها آن با حذف

 

 توانید بنویسید؟ گر با کمترین تعداد رأس که می ای احاطه وعهمجم :3سؤال

 گر مینیمال بنویسید که مینیمم نباشد؟   احاطه یک مجموعه :4سؤال
 

 

 
 .گویندگر مینیمال احاطهشد گر نباهایش دیگر احاطهگر را که با حذف هریک از رأس یک مجموعه احاطه

گـر مینیمـال ًگر مینیمم حتما مجموعه احاطهتواند مینمم نباشد، اما هر مجموعه احاطهگر مینیمال میمجموعه احاطه :تذكر
 . است

 

 ـهـا، آن را بـه        رأس ي و با حذف برخ    دي انتخاب كن  مالينيرم احاطه گر غي    مجموعه كيمقابل  در گراف شكل      :مثال  كي
 ) كتاب درسي47صفحه ( .ديي نمالي تبدمالين احاطه گر ميمجموعه

 
 

 

 



  ش

  

ــازي  ١١١ ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 ؟نيستگر مينيمال رو، كدام مجموعه، احاطهروبهدر گراف  :تست
1 ({i, j,d}  

2 ({i,d,b,g} 

3 ({h,g, j,e}   

4 ({a,f ,d,b} 

 
 

 
 

 

i,b,h,g,f}رو، مجموعه در گراف روبه   :تست ,c}   حـداكثر چنـد عـضو ايـن مجموعـه را           . گر است ، يك مجموعه احاطه
 گر مينيمال تبديل شود؟ي كه مجموعه به يك مجموعه احاطهرتوان حذف كرد، به طو مي
1 (1  

2 (2 

3 (3   

4 (4 

 
 

 
 

 .عضو دارد...................  مينيمال باشد، حداكثر  يك مجموعهAو اگر...................  برابر (G)رو، در گراف روبه :تست
1 (4 2  

2 (5 2 

3 (4 3   

4 (5 3 

 
 
 

 

 حداقل و حداكثر چند عضو دارد؟گر مينيمال در گراف مقابل، مجموعه احاطه :تست
1 (6 3  

2 (7 3 

3 (6 4   

4 (7 2 
 

 
 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 گر مينيمال حداكثر چند عضو دارد؟ مجموعه احاطهC۱۰در گراف :تست
1 (4  

2 (5 

3 (6   

4 (7 

 
 

 

 گر مينيمال سه عضوي دارد؟ چند زير مجموعه احاطهP۴گراف :تست
1 (4  

2 (3 

3 (1   

 صفر) 4
 
 

 

 )98داخل (گر مينيمال است رو، يك مجموعه احاطه كدام مجموعه براي گراف روبه :تست
1 ( a,c,e,g  

2 ( a,d,e,g 

3 ( a,b,d,e   

4 ( a,d,c,f 

 
 

 

 )98 خارج( ؟گر مينيمال است رو، يك مجموعه احاطه كدام مجموعه، براي گراف روبه :تست
1 ( a,b,c,d,h  

2 ( b,c,e,d,g 

3 ( a,c,e,d,h   

4 ( a,c,e,d,g 
 



  ش

  

ــازي  ١١٣ ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 :جزء صحیح و سقف
به  :جزء صحیح xجزء صحیح xاگر . گوئیم میxعددی صحیح باشد  xبا خـود xابـر اسـت امـا اگـر برx  صـحیح

نباشد، x ًمثلا. عدد صحیح قبلی آن است :[ ] ۵ ۵ و[ / ] ۴ ۳ ۴ . 

xبه :سقف   سقف عددx اگر. گوئیممیx عددی صحیح باشدx  همان x است و اما اگرx صحیح نباشد .x   عـدد 
۲ً:مثلا. صحیح بعدی آن است ۲   و/   ۴ ۳ ۵ . 

 : بعبارتی دیگر

 
x x

x
x x


 
 




 

 
x x

x
x x


   
 




 

 

 
 

 .دیریرو را در نظر بگ گراف روبه :(G)کران پایین

 یها  و رأس است۳ گراف، برابر نی رأس در انیتر  درجه بزرگای b  وd  هـستند۳از درجه  .
 bمـثلا رأس . کند ی را احاطه مشیها هی در هر گراف، هر رأس، خودش و تمام همسامیدان یم

 ۵ گـراف نیـ اگـر،یاز طرف د. کند ی احاطه مرا {a,b,c,d}یها  درجه را دارد، رأسنیکه بزرگتر
چون گـراف . ( گراف را احاطه کردیها توان کل رأس ی رأس، نمکی با فقط نیبنابرا. رأس دارد

 !))  رأس۴ میبا خودش حساب کرد. ( رأس را احاطه کند۴تواند  ی درجه را دارد، حداکثر منی که بزرگتری رأس دارد و رأس۵

p گـرافنیـدر ا. دیـری دارد، در نظـر بگیشتریـ بیهـا داد رأس که تعـور حالا گراف روبه ۸  
۳و  رأس احاطـه ۸ هر دی بام،یگر داشته باش  مجموعه احاطهکی که میاگر بخواه.  است 

۳ که نیشوند، اما با توجه به ا  کنـد،  ی چهار رأس را احاطـه مـتیا است، هر رأس در نه
. )کنـد یرا احاطـه مـ fو h,b,gیهـا ، رأس g رأسمثلا . (اش هیخودش و سه رأس همسا

۸ رأس، به دست کم۸ احاطه کردن ی برانیبنابرا ۲۴  نیـ مثـال در ایبـرا. میـدار ازی رأس ن 

 .  استممینیگر م  مجموعه احاطهکی ،{g,d}گراف، 

 تر ازترین عدد صحیح کوچکبزرگ

  ازتر بزرگترین عدد صحیح بزرگ



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

 :دی توجه کنگری مثال دکی به
pرو  در گراف روبه ۱۰  ۲و   ،رأس را احاطه کنـد، ۳تواند حداکثر  ی هر رأس میعنیاست 
,a,b} یهـا فقط رأس aمثلا رأس . (اش هی رأس همساخودش و دو j} کنـد یرا احاطـه مـ.( 

 رأس احاطه شود و ۱۰ آن که هر یتا است، برا ۱۰ گراف، یها  که تعداد رأسنیحالا با توجه به ا
 مجموعـه کیـ داشـتن ی، بـراتواند سه رأس را احاطه کند ی که هر رأس، حداکثر مییجا از آن

۱۰گــر، بــه دســت کــم  احاطــه ۴۳
    

 یبــرا. (میازمنــدی احاطــه همــه رئــوس نی رأس بــرا 

,a,d,g}ثالم i}  استممینیگر م  احاطهمجموعه، یک  (. 

۱ توانند یدارند، م که درجه ییها باشد، آن رأس يا رأس  درجه نی اگر بزرگترم،یدی سه مثال دنیطور که در ا  همان  

n احاطه همه رئوس، به حداقلیرأس باشد، برا n یرأس را احاطه کنند و اگر گراف دارا

۱
 
   

 در واقـع  ومیازمنـدی رأس ن 

(G) گراف کی اگر، . عدد باشدنی ای مساوای بزرگتر دیبا n درجه ممی با ماکسیرأس   وD گر باشد  مجموعه احاطهکی، 

n گاه آن
| D |۱

     
n گری دانیبه یا ب 

(G)۱
      

nشود که عدد  ی اصطلاح گفته مبه 

۱
 
   

 ی برانيي کران پاکی،  

(G)است  (. 
 

ideg(V تواند حداکثرمی iVدانیم هر رأس گراف مانندمی: نتیجه ) ۱ پـس در یـک گـراف، . رأس از گراف را احاطه کنـد

۱که ترین درجه یعنیرأس با بزرگ  حال اگر فـرض . گری را در بین رئوس داردکند، بیشترین احاطهرأس را احاطه می
ــراف ــیم تمــام رئــوس گ ــه Gکن ــاه کــم از درجــه Pاز مرتب ــرین عــدد احاطــهباشــند آنگ ــوان یافــت، گــری را مــیت ت

minیعنی
P

(G) ۱
      

گری گـراف نباشد پس عدد احاطه رئوس گراف درجهدانیم ممکن است همه باشد اما میمی 

P . استmin(G)  یا مساویتربزرگ
(G)۱

      
 

 

هايي كه يك رأس در  است، حداكثر تعداد رأس3ترين رأس، برابر دانيم كه درجه بزرگ مي15در گرافي از مرتبه  :تست
 .توان همه رئوس را احاطه كردرأس، نمي............................ تر از و با كم.... .....................كند، برابر اين گراف احاطه مي

1 (4 3  

2 (5 3 

3 (4 4   

4 (5 4 
 
 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

nرودر گراف روبه :تست 
   ۱

 . است.........................گري، برابر  و عدد احاطه.........................برابر  

1 (2 3  

2 (2 4 

3 (3 3   

4 (4 3 
 

 
 

 

(G)دانيم كه مي7در گرافي از مرتبه  :تست   اين گراف دست كم چند يال دارد؟. است۱
1 (5  

2 (6 

3 (7   

4 (8 

 
 

 

  كدام است؟C۱۰گري گرافعدد احاطه :تتس
1 (3  

2 (4 

3 (5   

4 (2 
 

  :نتيجه

 

 

 گري آن دو واحد كم شود؟ اضافه كنيم تا عدد احاطهC۷حداقل چند يال به گراف :تست
1 (2  

2 (3 

3 (4   

4 (6 
 
 



  ش

  

ــازي   ــدل سـ ــراف و مـ   گـ

  است؟ كدامP۸گري گرافعدد احاطه :تست
1 (2  

2 (3 

3 (4   

4 (5 

 
 
 

  :نتيجه

 

 

  كدام است؟C۹ و P۹هايگري گرافمجموع اعداد احاطه :تست
1 (3  

2 (5 

3 (6   

4 (8 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



  

 

 :شامل
  شمارش بدون شمردن
   1 فصل ششم رياضي 

 فصل سوم رياضيات گسسته



 




  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 )اصل اساسی شمارش(اصل ضرب
 روش، انجـام مرحلـهm۱ام باشـد، بـه طوریکـه انجـام مراحـل اولkو ... اگر انجام یک کار شـامل مراحـل اول، دوم، 

m۲ و انجام مرحله... روش وk ،امkmروش داشته باشد، کل کار به km m ... m  ۱  . روش قابل انجام است۲
 

روش انجـام دادیـم،  m۱باشند یعنی مرحله اول را هر کـدام بـهطبق تعریف بالا مراحل انجام کار از هم مستقل می :توجه
 .روش قابل انجام است m۲ایم بهانتخابی که در مرحله اول داشتهمرحله دوم بدون توجه به 

 

 Cدو مسير و از Cبه Aاگر از. هم عبور كنيم Cبرويم و در اين بين حتماً از شهر B به شهرAبخواهيم از شهراگر  :مثال
 وجود دارد؟ Bبه A مسير موجود باشد، چند مسير از3هم  Bبه
 
 
 

 
 

  دانشجو انتخاب كرد؟1آموز و  دانش1 دانشجو 5آموز و  دانش3توان از بين به چند طريق مي :مثال
 

 
 

 

 اصل جمع
ــار ــر ک ــهیاگ ــوان ب ــه طوریکــه در روش اولk را بت  ...  انتخــاب و m۲ انتخــاب، در روش دومm۱ روش انجــام داد ب

km انتخاب وجود داشته باشد برای انجام کـار مـورد نظـرkmامkو در روش m ... m  ۱  . روش وجـود دارد۲
 

 آموز يا يك دانشجو انتخاب كرد؟ دانشجو يك دانش5آموز و  دانش3وان از بين تبه چند طريق مي :مثال

A

C

B



 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

-به چند طريق مي. ها يك طرفه باشندباشد و همه جاده Eو D,C,B,Aهاي بين شهرهايدهنده جادهاگر شكل مقابل نشان :مثال

 ) كتاب درسي126؛ صفحه 7تمرين (رفت؟  Eبه Aتوان از شهر
 
 
 
 

 
 

 

پردازيماكنون به حل چند مثال از تمرينات كتاب درسي مي: 
 ـ10 تا 8 بلوار اصلي و در هر بلوار، بين 5در يك شهرك صنعتي    :مثال اـ  10ين  خيابان، و در هر خيابان ب   كوچـه و در هـر كوچـه   12 ت

 هايي كه ممكن است در اين شهرك وجود داشته باشد، چندتاست؟حداقل و حداكثر تعداد كارخانه.  كارخانه وجود دارد30 تا 20بين 
 ) كتاب درسي125؛ صفحه 2تمرين (

 
 

 
 

  ) كتاب درسي125؛ صفحه 3تمرين (. رمز و آبي رنگ كنيمهاي مثلث زير را با دو رنگ قخواهيم رأسمي :مثال
 به چند طريق اين كار ممكن است؟) الف

 
 

هـايي كـه بـه هـم        اي كه رأس  توان اين رنگ آميزي را انجام داد، به گونه        به چند طريق مي   ) ب
 .رنگ نباشنداند، هم وصل

 
 

 .كنيم بررسي كنيدده ميرا در حالتي كه از سه رنگ استفا» ب«و » الف«هر دو قسمت) پ

E

B

A

C
D

A

B C



 

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 اصول کلمه سازی و عدد سازی
 . مسائلی که درباره حروف می باشد بدون تکرار در نظر گرفته می شوند مگر آنکه در صورت مسأله شرطی باشد*

 . مسائلی که درباره اعداد می باشند با تکرار در نظر گرفته می شوند مگر آنکه در صورت مسأله شرطی گذاشته شود*

 . سمت چپ هیچ عددی صفر قرار نمی گیرد در*

 .با عدد متفاوت است و رقم سمت چپ آن و حتی رقم های بعدی می تواند صفر باشد) کُد (*

 ارقام مرجع ما  هر گاه در صورت تست مشخص نکرد که با چه ارقامی عدد تشکیل دهیم * , , ....,01  .باشد می 9

 را می خواهد و به طور کلی شرط رقم یکان وجود دارد ابتدا تکلیف رقـم یکـان را  ٥ فرد یا مضرب  در مسائلی که اعداد  زوج،*
 )دار را معلوم کنیدهای شرط خانهًکلا اول تکلیف(.مشخص کنید و بعد سراغ بقیه خانه ها بروید

  جزء تقسیم کنید ٢ مساله را به  را خواستند٥ هر گاه در ارقام داده شده صفر وجود داشت و تعداد اعداد زوج یا مضرب *

 .سپس با هم جمع کنید.  است و یکی حالتی که یکان غیر صفر است0 یکی حالتی که یکان 

 .وقتی وسط یا اول کلمه بیاید با نقطه و اگر آخر کلمه بیاید بدون نقطه است» ی «  حواستان باشد که حرف *

 عدد سازی هر گاه در حروف یا اعداد داده شده تکراری داشته باشیم و کلمه یا اعداد خواسته شـده  در مسائل کلمه سازی و*
تعداد حروف یا ارقام کمتری داشته باشند حالت متمایز و تکراری را از هم جدا کرده هر کدام را محاسبه کـرده و بـا هـم جمـع 

 . کنیم می

 

 توان نوشت؟  رقمي مي5 چند عدد 9 و 7 و 6 و 3 و 2با ارقام  :مثال

 .تكرار مجاز است) الف

 

 

 

 بدون تكرار ارقام) ب
 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 : رقمي بدون تكرار ارقام مي توان نوشت به طوريكه عدد مورد نظر4 چند عدد 5 و 4 و 3 و 2 و 1 و ۰با ارقام  :مثال

 

 .فرد باشد) الف

 

 

 

 .زوج باشد) ب

 

 

 

  ؛5 و 4 و 3 و 2 و 1 و ۰ با ارقام :مثال
 توان ساخت كه رقم تكراري نداشته باشد؟ رقمي مي5چند عدد ) الف

 
 
 
 

 گيرد زوج باشد؟توان ساخت كه رقم تكراري نداشته باشد و رقمي كه در مكان وسط قرار مي رقمي مي5چند عدد ) ب
 
 
 
 

 ؟ساخت كه رقم تكراري نداشته باشدتوان  مي5 رقمي مضرب 4چند عدد ) پ
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 ) كتاب درسي123مثال صفحه  ( ؛۰ و2 و 3 و 7با ارقام  :مثال
 توان نوشت؟چند عدد سه رقمي مي) الف

 
 
 

 توان نوشت؟چند عدد سه رقمي با ارقام غير تكراري مي) ب
 
 
 
 توان نوشت؟چند عدد سه رقمي فرد با ارقام غيرتكراري مي) ج
 
 
 
  توان نوشت؟چند عدد سه رقمي زوج با ارقام غير تكراري مي) د
 
 

 

 )م متمايز باشندارقا(توان نوشت؟ مي2400 چند عدد چهار رقمي بزرگتر از 5 و 4 و 2 و 1 و ۰ با ارقام :تست
1( 36 
2 (48 
3 (60  
4 (72 
 
 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 )ارقام بدون تكرار( مي توان نوشت؟ 6000 رقمي زوج كوچكتر از 4 چند عدد 9 و 7 و 5 و 3 و 2با ارقام  :مثال
 
 
 
 
 

 

 و بدون تكرار حروف ؛» جمهوري«با حروف كلمه  :مثال
 ختم شود؟» ر«شروع و به حروف » ج«توان نوشت كه با حروف چند كلمه پنج حرفي مي) الف

 
 دار نباشد؟توان نوشت كه شامل حرف نقطهچند كلمه سه حرفي مي) ب

 
 

Aاز مجموعه :مثال {a,b,c}به مجموعه B { , , , , } ۱ ۲ ۳ ۴  وجود دارد؟ Aچند تابع با دامنه  ۵

 
 
 

  :نتيجه

 
 

 

Aاز مجموعه  :مثال {a,b,c}    بـه مجموعـهB { , , , , } ۱ ۲ ۳ ۴  وجـود دارد بـه طوريكـه        Aچنـد تـابع بـا دامنـه          ۵
,a)شامل  نباشد؟ ۱(

 
 
 
 

 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

Aعهاز مجمو  :مثال {a,b,c}    بـه مجموعـهB { , , , , } ۱ ۲ ۳ ۴  وجـود دارد بـه طوريكـه        Aچنـد تـابع بـا دامنـه          ۵
,a)شامل  باشد؟ ۱(

 

 

 
 

 :معرفی نماد فاکتوریل
 ) فاکتوریـلn!) n را بـه صـورتn تـا ١رب اعـداد طبیعـی و متـوالی از  یـک عـدد طبیعـی باشـد، حاصـل ضـnاگر 

 .دهیمنمایش می
 

۰! :به طور قرار دادي داريم :توجه ۱ 
 

 :ات زير را بدست آوريدحاصل عبار :مثال

! ۵  
 

!

!


۸
۶   

 
n!

(n )!


 ۳  

 
 

!nاگر :مثال

(n )!



 را بدست آوريد؟  nمقدار. باشد ۴۲۲

 
 
 
 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 

  :تذكر
 

                                                       ! ! ! !   ۷ ۶ ۷ ۲۰ ۱۹ ۲۰  
 

 
 

 :)گشت+ جای  (جایگشت

 .گوئیمشیئ متمایز کنار هم یک جایگشت از آن اشیاء میهای قرار گرفتن چند به هر یک از حالت

 

  مي توان كنار هم قرار داد؟ را به چند طريقc , b , aسه حرف  :مثال

 
 

 
 
 

  :قضيه

 
 

 

  را كنارهم قرار داد؟4 و 3 و 2 و 1توان چهار عدد به چند حالت مختلف مي :مثال
 
 

 
 

   1توجه

n! (n )! n  ۱



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 :بدون تكرار» دبيرستان«با حروف كلمه  :مثال

  حرفي مي توان نوشت؟8چند كلمه ) الف

 شوند؟ شروع مي» د«كلمات با چه تعداد از ) ب

   شوند؟ ختم مي» ن«شروع و به » د«چه تعداد از كلمات با ) ج

  شوند؟ با حرف نقطه دار شروع مي) د

 شوند؟ به حرف نقطه دار ختم مي) ـه

  2توجه
 

توان در يك قفسه كنار هم قرار داد به          كتاب شيمي را به چند طريق مي         2 كتاب فيزيك و     2سه كتاب رياضي،     :تست
 هاي رياضي همواره كنار هم باشند؟ طوريكه كتاب

1( 180 
2 (360 
3 (540  
4 (720 
 

 

 قرار گيرد؟ Z هميشه بعد از M حرفي مي توان ساخت به طوري كه 5چند كلمه   (BAMZI)با حروف كلمه  :تست
1( 40 
2 (60 
3 (30 
4 (20 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

   ) كتاب درسي130مثال صفحه ( :و بدون تكرار حروف» جهانگردي«با حروف كلمه  :مثال
  شود؟ختم مي» ي«ها به توان نوشت؟ چند تا از آن حرفي مي8چند كلمه ) الف

 كنار هم قرار داشته باشند؟» ي«و » د«ها حروف ن توان نوشت كه در آ حرفي مي8چند كلمه ) ب

  شوند؟ختم مي» گردي«ها به ؟ چندتا از آنشتتوان نو حرفي مي6چند كلمه ) پ

 چهار حرف اول باشند؟» هان ج«ها حروف كلمه توان نوشت كه در آنفي مي  حر8چند كلمه ) ت

 كنار هم باشند؟» جهان «ها حروف كلمه توان نوشت كه در آن حرفي مي8چند كلمه ) ث

  دار شروع شوند؟ با حرف نقطهتوان نوشت كه حرفي مي8چند كلمه ) ج

 

ار است در يك همايش سخنراني كنند به چند طريق ترتيب سخنراني اين افـراد    قرe,d,c,b,a نفر به نام هاي 5 :مثال
 :ممكن است اگر 

 .هيچ شرطي نباشد) الف

 . سخنراني كندa بلافاصله بعد از b) ب

 .سخنراني كند نفر 1 فقط b,aبين ) ج

 . سخنراني كندb قبل از a) د



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

  پسر را به طور يك در ميان در يك رديف قرار داد؟3 دختر و 4به چند طريق مي توان  :مثال

 

  باشد چطور؟3 اگر تعداد دخترها -

 
 

 

 :اصل متمم
 ) حـالات مطلـوب(ت خواسـته شـده در مـساله در برخی از مـسائل محاسـبه تعـداد حـالات نـامطلوب از تعـداد حـالا

 .تر است و به همین دلیل برای بدست آوردن جواب حالات نامطلوب را محاسبه کرده و از کل حالتها کم می کنیمراحت
 

 : را به چند طريق مي توان در يك رديف قرار داد به طوريكه e , d , c , b , a نفر به نامهاي 5 :مثال

  . نباشدهيچ محدوديتي) الف

 . همواره كنار هم باشندb , a) ب

  )ج

 
 

 :جایگشت با اشیاء تکراری
در محاسبه تعداد جایگشت اگر اشیاء تکراری داشته باشیم جایگشت آنها با یکدیگر بی مورد است زیرا حالت جدیدی ایجاد 

  جایگشت ها با تقسیم کردن حذف کنیمنمی شود و باید جایگشت اشیاء تکراری را با هم از کل

 
 
 
 

n شی که قرار است کنار هم قرار بگیرنـد nر بین اگر د , ..., ,r r r۲ ۱ 

 شی را کنار هـم nتکرار داشته باشیم تعداد حالاتی که می توان این 

 :قرار داد عبارتست از



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

  رقمي وجود دارد؟5 چند عدد 7 و 5 و 4 و 4 و 3با ارقام  :مثال
 
 
 

 

 توان نوشت؟ حرفي مي7چند كلمه » شاهنامه«با حروف كلمه  :مثال

 
 
 

 

  عدد شش رقمي وجود دارد؟ چند9و9و5و5 و7و7با ارقام  :مثال
 
 
 

 

 توان نوشت؟زوج مي رقمي 5 چند عدد 2 و 2 و 2و  1و  1با ارقام  :تست
1( 12 
2 (8  
3 (6 
4 (4 

 
 

  رقمي وجود دارد؟8 چند عدد 4  و3 و 2 و 2 و 2 و 1 و ۰و ۰با ارقام  :تست

1( !

! !
8

3 2 

2 (!

!

8
3  

3 (!

! !
7

3 2 

4 (!

!

7
2 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 توان نوشت؟ي رقمي فرد م7 عدد د چن3 و 2 و 2 و 2 و 2 و ۰و ۰با ارقام  :تست
1( 8 
2 (15  
3 (10 
4 (13 
 
 

 :نكته
nهایتایی با تعداد جایگشت nهایشیئ داشته باشم، آنگاه تعداد جایگشت nاگر    .تایی باهم برابرند ۱

 توان نوشت؟ رقمي مي5 چند عدد 5 و 4 و 3 و 2 و 1با ارقام ) الف :مثال
 
 

  توان نوشت؟ رقمي مي4 چند عدد 5 و 4 و 3 و 2 و 1با ارقام ) ب

 
 

 توان نوشت؟ مي3 و 3 و 3 و 2 و 2 و 1 با ارقام  رقمي5 چند عدد :تست
1( 48  
2 (60 
3 (120 
4 (180 
 

 

  :جایگشت دایره ای اشیاء
 
 
 

  : شی متمایز برابر است باnتعداد جایگشت های دایره ای 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

  نفر را دور يك ميز گرد نشاند؟4به چند طريق ميتوان  :مثال
 

 
 

 

  نفر به چند طريق ميتوانند دور يك ميز گرد بنشينند اگر دو نفر مفروض كنار هم باشند؟6 :مثال
1( 120 
2 (24 
3 (72 
4 (48 

 
 

  نفر را دور يك ميز گرد نشاند به طوريكه دو نفر خاص روبروي هم باشند؟6به چند طريق مي توان  :مثال
 

 
  تذكر

 

 

  دانش آموز را يك در ميان دور يك ميز گرد نشاند؟5 دانشجو و 5به چند طريق مي توان  :مثال
1( ! ! 2 5 5 
2 (! !5 5 
3 (! !5 4 
4 (! !4 4 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 :ترکیب 
بعبارت دیگر اشیاء را انتخاب می کنـیم ولـی جایگـشت . انتخاب اشیاء بدون در نظر گرفتن ترتیب آنها را ترکیب گویند

  .آنها را در نظر نمی گیریم

 و b بـا انتخـاب b و a نماینده انتخاب کنیم واضح است که انتخاب ٢ًمثلا فرض کنید می خواهیم از بین تعدادی دانش آموز 
aفرقی ندارد بعبارت دیگر ترتیب مهم نیست . 

na شیء متمایز n :تعریف , ...,a ,a۲ یء اسـت  شn شیء از این r شیء انتخاب n تایی این r داده شده اند هر ترکیب ۱
 n تـایی r عضوی را یک ترکیب n عضوی از یک مجموعه rبعبارت دیگر هر زیر مجموعه . بدون در نظر گرفتن ترتیب برای آنها

 .شیء گویند
 

یا C(n,r) ًا معمولا باشیئ متمایز ر n تایی از rهایتعداد ترکیب :تذكر
n

r

 
  
 

 .دهیمنمایش می 

 

  :قضيه

 

 

محاسبه برخی مقادیر 







r

n
:

                 

 
 

 

n
) n2 1                    

   
    

   

n n
)

n
1 10 

   
    

n n(n )(n )
)

1 24 3 1 2 3     

  
 

 

n n(n )
)

13 2 2 

    
     

n n(n )(n )(n )
)

1 2 35 4 1 2 3 4    

   
    

n n(n )(n )
)

1 24 3 1 2 3 
 

بطور کلی برای محاسبه :توجه







r

n

 
   
 

 

 د؟ دو نماينده انتخاب كرe , d , c , b , aبه چند طريق مي توان از بين افراد  :مثال
 

 n n!

r!(n r)!r

 
     



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

  نقطه چند وتر مشخص مي كنند؟4 نقطه روي دايره قرار دارند اين 4 :مثال
 

 
 

 

   كه بر محيط يك دايره داده شده اند چند مثلث مي توان ساخت؟G , F , E , D , C , B , A  نقطه7با  :مثال
 
 
 

 

  نفري تشكيل داد؟4 كارگر به چند طريق مي توان يك گروه 3 كارمند و 5از بين   :مثال
 
 

 

از .  و كشمش دارد   ينخودچ ، تنقلات در فروشگاه خود، پسته، بادام، گردو، تخمه كدو، تخمه ژاپني           ه فروشند كي :تمرين
او با تنقلات موجود در فروشـگاهش چنـد نـوع    .  باشدداشته ود وجدي حداقل پنج نوع از تنقلات فوق با  لي آج كينظر او در    

 ) كتاب درسي139؛ صفحه 1تمرين (  تواند درست كند؟ي مليآج

 
 

 در مـسابقات    حـضور  اند، داوطلـب   ي خوب ي علم طي شرا ي دارا يآموزان كه همگ    از دانش  ي كلاس تعداد  كيدر   :تمرين
 ـ ا او . نفر را به تصادف انتخاب كنـد       2معلم قصد دارد    .  مدرسه هستند  يعلم  ـ  28 دو نفـر را بـه        ني  ـ    ي روش م  نيتوانـد از ب

 ) كتاب درسي139؛ صفحه 3تمرين ( است؟بوده تعداد داوطلبان چند نفر. داوطلبان انتخاب كند
 
 

 

 قـرار   زي گـل متمـا    شـاخه  5 تا   3و در هر دسته گل از       ا.  نوع گل مختلف دارد    10 در فروشگاه خود     يگل فروش  :تمرين
 ) كتاب درسي139؛ صفحه 4تمرين (تواند درست كند؟ ياو چند دسته گل مختلف م. دهد يم
 
 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

  عضوي دارد؟3 عضوي چند زير مجموعه 5يك مجموعه  :مثال
 
 

  :قضيه

 

  :نتيجه

 

تعداد دانش . شود  مسابقه انجام مي190با هم مسابقه شطرنج مي دهند روي هم  دو بدو آموزان كلاس تمام دانش :تست
 آموزان اين كلاس چقدر است؟

1( 10 
2 (17 
3 (30 
4 (20 
 

 

 بار پرتاب سـكه  10بيايد تعداد حالاتي را كه مي توان در » رو«سكه اي را آنقدر مي اندازيم تا براي سومين بار  :تست
 به اين منظور رسيد كدام است؟

1( 120 
2 (84 
3 (36 
4 (10 

 
 

 آنها رقم هزارگان از صدگان ، صدگان از دهگان و دهگان از يكـان  هچند عدد چهار رقمي وجود دارد كه در هم :تست
 )91همايش گسسته خرداد ( بزرگتر باشد؟

1( 120 
2 (180 
3 (210 
4 (240 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

تـوان    مي>>رقم يكان رقم دهگان رقم صدگان << رقمي با شرط 3 چند عدد 1 و 3 و 5 و 7 و 9با ارقام  :تست
 )91داخل (نوشت؟

1( 8 
2 (9 
3 (10 
4 (12 
 

 

  عضوي دارد؟3 عضوي باشد، اين مجموعه چند زير مجموعه 2زير مجموعه  66اگر مجموعه اي داراي   :تست
1( 120 
2 (150 
3 (90 
4 (220 
 

 

به چند طريق مي تـوان  .  دانش آموز به يك اردوگاه فرهنگي دعوت شده اند15 منطقه كشوري ، 6از هر يك از  :تست
 دو غير هم منطقه اي هستند انتخاب كرد؟ دانش آموز از بين آنها كه دو به 3
1( 67500 
2 (57600 
3 (75600 
4 (76500 

 
 

  :نكته
  شییnحداقل        

 
  شییnحداکثر    

 
 

 
 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 : نفري تشكيل داد بطوريكه4 دانشجو به چند طريق مي توان يك گروه 5 دانش آموز و 3از بين  :مثال

  دانشجو انتخاب شوند؟2ش آموز و  دان2) الف

  دانش آموز انتخاب شود؟1حداقل ) ب

 حداكثر يك دانش آموز انتخاب شود؟) ج

  دانشجو انتخاب شود؟2حداقل ) د

 

  عضو تشكيل داد؟3هايي با حداقل   نفر به چند طريق مي توان گروه12از بين  :مثال

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 4 پرسش را جهت پاسخگويي انتخاب كرد به شرط آنكه حـداقل  8 پرسش موجود به چند طريق مي توان      10از   :تست
   پرسش اول انتخاب شود؟5پرسش از 

 

1( 25 
2 (32 
3 (30 
4 (35 

 

  را براي بازي انتخاب كند؛ نفر4 بازيكن 6يك مربي قصد دارد از بين  :مثال
 به چند طريق اين كار ممكن است؟) الف

 
 

 . نفر را براي نشستن روي نيمكت انتخاب كند2تواند به چند طريق مي) ب
 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 

  :نتيجه

 
 

اگر  :تست
x x

x




   
   
   

۲ ۲
۱   كدام است؟xباشد، مجموع مقادير قابل قبول براي۳

1( 4 
2 (6 
3 (8 
4 (12 
 

 

 
 

 : ترکیبهایی که فاقد یا شامل یک یا چند شییء بخصوصند
 :ترکیبهایی که فاقد یک یا چند شییء بخصوصند 

nشیی متمایز  na ,...,a ,a۲ ) a۱ًمـثلا (ک شـیی بخـصوصند  عضوی که فاقـد یـrبرای تعيين تعداد ترکیبهای .  مفروضند۱

n تایی rهای   شیی حذف کرده و ترکیبn را از a۱نخست   بـه همـین ترتیـب در .  شیی باقی مانده را محاسبه می کنـیم۱
 .مورد ترکیبهایی که فاقد چند شیی بخصوص عمل می کنیم

 :راينبناب
 

 
 :ترکیبهایی که شامل یک یا چند شییء بخصوصند 

nشیی متمایز  na ,...,a ,a۲  شـیی کـه هـر یـک شـامل یـک شـیی n تایی این rبرای محاسبه تعداد ترکیبهای .  مفروضند۱

rرده و سپس تعداد ترکیبهای را انتخاب کa۱نخست ) a۱ًمثلا(بخصوصند   n تایی ۱   شیی باقی مانده را محاسبه مـی ۱
 .کنیم به همین ترتیب برای ترکیبهایی که شامل چند شییء بخصوصند عمل می کنیم

 
 

 :بنابراين
 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 : نماينده انتخاب كرد بطوريكه4د طريق مي توان   به چن h , g , f , e , d , c , b , aاز بين افراد  :مثال

   حتماً انتخاب شوند؟ b , a) الف

  انتخاب نشود؟c) ب

  انتخاب نشود؟c  انتخاب شوند و  b , a) ج

 

 
 

 

 :قاعده پاسكال
 

 
 
 
 

 

حاصل  :تست 
     
     
     

۱۲ ۱۲ ۱۳
۲ ۳  م است؟ كدا۴

1(  
 
 

14
4 2( 

 
 
 

14
3 

3( 
 
 
 

15
4 4( 

 
 
 

15
3 

 

 
 

 
 

حاصل  :تست
n n n

r r r

  
 

 

     
     
     

۲ ۲ ۲
۲

۱   برابر كدام است؟۲

1( n

r

 
 
 

1 2( 
n

r

 
  1 

3( 
n

r

 
 
 

 4( 
n

r

 
  

1
1 

 

 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 :ترکیب با اشیاء تکراری 
اگر اشیاء تکراری داشته باشیم در این صورت فرمول ترکیب را نمی توانیم به کار ببریم مگر آنکه حالت هـای متمـایز و حالـت 

 .های تکراری را از هم جدا کنیم
 

  انتخاب كرد؟»گسسته« حرف از حروف كلمه 3به چند طريق مي توان  :مثال

 

 
 

  انتخاب كرد؟»دانشگاه« حرف از حروف كلمه 4به چند طريق مي توان  :مثال
 

 
 

 

 ):انتخاب با جایگشت(تبدیل 
بعبارت دیگر ترتیب قـرار گـرفتن اشـیاء . برخی مسائل ضمن آنکه اشیاء انتخاب می شوند جایگشت آنها نیز اهمیت دارددر 

 .گیرد انتخاب شده مهم است که در این صورت انتخاب اشیاء همراه با جایگشت صورت می

  چیدمان را انجام بدهاول انتخاب کن بعد دستورالعمل کلی این دسته مسائل

 هاي تركيب چيست؟ ها با مثال هاي زير توجه كنيد تفاوت اين مثال به مثال

 
 

  نفري تشكيل داد؟3 يك صف كارمند 6به چند طريق مي توان از بين  :مثال

 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 ) كتاب درسي134مثال صفحه (؛  شش كتاب مختلفانياز م  :مثال

 نار هم بچينيم؟ك قفسه كي چهار كتاب را در ميتوان ي مقي به چند طر)الف

  انتخاب كنيم؟ نفركي دادن به هي هدي چهار كتاب را براميتوان ي مقي به چند طر)ب

 

 

 

 

 : نفر6در يك شركت از بين  :مثال

  نماينده انتخاب كرد؟3 به چند طريق مي توان) الف

  يك رئيس، يك معاون و يك منشي انتخاب كرد؟به چند طريق مي توان) ب

 
 
 
 

 

 : حرفي مي توان ساخت بطوريكه4چند كلمه » دبيرستان«با حروف كلمه  :مثال

 شروع شوند؟» د«همگي با حرف ) الف

 باشند؟» د«همگي شامل حرف ) ب

 باشند؟» ن«و فاقد حرف » د«همگي شامل حرف ) ج

 شروع شوند و به حرف نقطه دار ختم شوند؟» د«همگي با ) د



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 :توانند در يك صف قرار گيرند بطوريكه ه چند طريق مي دختر ب6 پسر و 4 :مثال

 .در دو انتهاي صف دختر قرار گيرند) الف

 

 
 .هيچ دو پسري كنار هم نباشند) ب

 

 

  نفري تشكيل داد؟4 استاد دانشگاه به چند طريق مي توان يك ميز گرد 7از بين  :مثال
 

 
 

 
 

 

1...با ارقام :تست 2 3 9, , ,  )94داخل ( رقم آن زوج باشد؟2يك عدد پنج رقمي ساخت، به طوري كه درست توان  به چند طريق مي، ,
1( 6400              
2( 7200   
3( 8400   
4( 9600 

 

 
 

1...با ارقام متمايز  :تست 2 3 9, , , 4,   بـه طـوري كـه      ، به چند طريق مي توان يك عدد چهار رقمي ساخت، به طوري كه             ,
 )94خارج ( باشد؟ فقطيكي از ارقام آن زوج 

1( 640    
2( 720    
3( 780   
4( 960 

 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 :آنچه تاکنون گفته بودیم
  بدون تکرار– )کلمه سازی( دسته بندی مسائل عدد سازی 

م برابر است و در ارقـام داده شـده رقـم تعداد ارقامی که می دهند با ارقام عددی که می خواهیم بسازی :دسته اول 

 .تکراری نداریم

  چند عدد چهار رقمي مي توانيم بسازيم؟4و3و2و1با ارقام  :مثال

 
 

تعداد ارقامی که می دهند با ارقام عددی که می خواهیم بسازیم برابر است و در ارقام داده شـده رقـم  :دسـته دوم 

 .تکراری داریم

  رقمي مي توانيم بسازيم؟5 چند عدد 4و3و2و2و1با ارقام  :مثال

 

 

تعداد ارقامی که می دهند از ارقام عددی که می خواهیم بسازیم کمتر است و در ارقام داده شده ، رقم  :دسته سوم 

 .تکراری نداریم

  رقمي مي توانيم بسازيم؟5 چند عدد 3و2و1با ارقام  :مثال

 

 
قام عددی که می خواهیم بسازیم بیشتر است و در ارقام داده شـده ، تعداد ارقامی که می دهند از ار  :دسته چهارم

 .رقم تکراری نداریم

  رقمي مي توان نوشت ؟3 چند عدد 5و4و3و2و1با ارقام  :مثال



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

تعداد ارقامی که می دهند از ارقام عددی که می خواهیم بسازیم بیشتر است و در ارقـام داده شـده ،  :دسته پنجم 

 .رقم تکراری داریم
    

 هاي زير ؛ مانند همه مثال
هـا را بـا هـم  های مختلف را حساب کرده و جواب ها تکرار یا تکرار بیشتر را عامل حل سوال گرفته حالت در اینگونه مثال

 .کنیم جمع می
 

هاي زير توجه كنيد  به مثال: 
 وجود دارد؟ حرفي 4چند كلمه » دانشگاه«با حروف كلمه  :مثال

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 

  رقمي مي توان ساخت؟3 چند عدد 6 و 6 و 4 و 4 و 2 و 2با ارقام  :مثال
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  رقمي وجود دارد؟4 چند عدد 3 و 3 و 3 و 2 و 2 و 1با ارقام  :مثال



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

  : شیn تایی rتبدیل 

  :قضيه

 

  :تبديل و اط تركيبارتب

 
 

با توجه به دستگاه  :مثال
c(n,r)

p(n,r)









۱۰
  كدام است؟n عدد طبيعي ۶۰

1( 5   
2( 7   
3( 9  
4( 11 
 
 

 

nاگر :مثال
(n)

 
  
 

۲ nآنگاه ۳۶۲ 
 
 ۶

 ت؟كدام اس 

 
 

 

nاگر :مثال

n

 
 

 

۲ p(n,nنگاهآ ۲۱ )  كدام است؟ ۲

1( 20 
2( 60 
3( 40 
4( 120 
  



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

  :افراز یک مجموعه
 :هایی تقسیم کنیم که افراز یک مجموعه به زیر مجموعه های مجزا یعنی آن مجموعه را به زیر مجموعه

 

 .ها تهی نباشندهیچ کدام از زیر مجموعه: ًولا ا
 )ها تهی باشداشتراک زیر مجموعه. ( ای عضو مشترک نداشته باشندهیچ دو زیر مجموعه: ًثانیا 
  . آوردها مجموعه اصلی را به وجود میاجتماع همه زیر مجموعه: ًثالثا 

 :بعبارتی دیگر
 .باشند Aهای زیر مجموعه nAو .... و  A۲و  A۱ای تهی و همجموع Aفرض کنید 

 :شود هرگاه افراز میnAو .... و  A۲و  A۱زیر مجموعه  nبه  Aمجموعه 

ii n : A    ۱ ۱  
i ii j : A A    ۲  

n

n i
i

A A ..... A A A


 ۱ ۲
۱

    ۳  
 

Aمجموعه   :مثال { , , ,...., } ۱ ۲ ۳ محـسوب   Aهـاي زيـر يـك افـراز بـراي           كدام يك از حالت   . را در نظر بگيريد    ۹
 )تمرين كتاب(؟شود مي
۱ { , , },{ , },{ , , }۱ ۳ ۵ ۲ ۶ ۴ ۸ ۹  

 

۲{ , , },{ , , , },{ , , }۱ ۳ ۵ ۲ ۴ ۶ ۸ ۵ ۷ ۹ 
 

۳{ , , },{ , , , },{ , }۱ ۳ ۵ ۲ ۴ ۶ ۸ ۷ ۹ 
 

Aهاي زير مجموعه در كدام يك از گزينه :تست { , , , , } ۱ ۲ ۳ ۴  به سه زير مجموعه افراز شده است؟ ۵
1( ,{ , , },{ , } 2 3 5 1 4  

2( A [ , ) 2 

3( { },{ },{ , }5 2 1 4 

4({ , },{ },{ , }2 4 3 1 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

  :ها توجه کنیدبه این مثال

  نفره تقسيم كرد؟4 و 3 و2 نفر را به سه تيم 9توان به چند طريق مي  :مثال
 
 
 
 

A۱

A۲

A۳

A۴ A۵

...



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 پنگ تقسيم كرد؟نفري پينگ2 نفر را به دو تيم 4توان  چند طريق ميبه :مثال
 
 
 
 

 

}توان مجموعه به چند طريق مي  :مثال , , , , , }۱ ۲ ۳ ۴ ۵  را  ۶

 . عضوي افراز كرد2به سه مجموعه ) الف
 
 

 . عضوي افراز كرد3به دو مجموعه ) ب
 
 
 

 

  :نتيجه
 

 
 

 .ها توجه ویژه داشته باشندبه جدول تعداد افراز :مهم توجه
 
 
 
 
 

 
های کلی که  افراز کند، ابتدا حالت) زیرمجموعه(قسمت  k به برای پیدا کردن تعداد افرازهایی که مجموعه را :توجه 

شمارش بدون (پس با استفاده از انتخاب و آنالیز ترکیبی سکنیم   قسمت تقسیم کرد پیدا میkتوان مجموعه را به  می
 .کنیم مسأله را حل می) شمردن

 

 ٦ ٥ ٤ ٣ ٢ ١ هاي مجموعهتعداد عضو

 ٢٠٣ ٥٢ ١٥ ٥ ٢ ١ تعداد افرازها

 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

}تعداد افرازهاي مجموعه ي  :تست , , , }۰ ۱ ۲  )90خارج (  كدام است؟۳
1 (6 
2(9 
3(12 
4(15 

 

 

 
 
 

 

يمجموعه  :تست    A a , b , a , a,b        90داخل ( زير مجموعه افراز كرد؟3را به چند طريق مي توان به   ( 
1( 6    
2(4    
3(5    
4( 3 
 
 
 
 
 

 

 بـه صـورت    Aيكي از افراز هاي مجموعه       :تست        a , b , a,b , c        تعـداد افرازهـاي مجموعـه ،A     كـه فاقـد 
 )93خارج ( ي تك عضوي باشند، كدام است ؟مجموعه

1( 3    
2(4    
3(5    
4( 6 



  

  

  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

تعداد افرازهاي مجموعه  :تست A a , b , c , d , e          كه شامل فقط يك مجموعه تك عضوي باشد، كدام است؟ ،  
1( 10     
2(12    
3(15    
4( 20  
 
 
 

 

Aي تعداد افرازهاي مجموعه :تست { , , , , , } ۱ ۲ ۳ ۴ ۵  ) 95داخل(هاي دو عضوي باشند كدام است؟، كه شامل فقط مجموعه۶
1 (8 
2 (10 
3 (12 
4 (15 
 
 
 

 

a,b,c,d,e,f} يمجموعه :تست ,g} ك مجموعه تك عضوي افراز توان به  دو مجموعه سه عضوي و يرا به چند طريق مي
  )97داخل(؟ باشد{a}كرد، بطوري كه فاقد

1 (45 
2 (50 
3 (56 
4 (60 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



٩٩کنکور  )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 :های متمایزتوزیع اشیاء یکسان در جعبه
 خـک،یُ رز و مم،ی سـه نـوع گـل مـرنی شامل سه شاخه گل، از بیخواهد دسته گل یشود و م ی می گل فروشکی وارد یشخص
 )از هر نوع گل به تعداد فراوان موجود است(. کندانتخاب

 .دیمل کن جدول را کانیدهد، شما ا ی مشی انتخاب را نماکی ریهر سطر جدول ز -١

 میخک رُز مریم    دسته گل انتخابی

 * * * ُیک شاخه گل مریم، یک شاخه گل رز و یک شاخه گل میخک ١

 **  * دو شاخه گل میخک و یک شاخه گل مریم ٢

 ... *** ... ُسه شاخه گل رز ٣

٤ ................................... ... ** * 

٥ ................................... *** ... ... 

٦ ................................... ** ... * 

 ... ... ... ُدو شاخه گل مریم و یک شاخه گل رز ٧

 ... ... ... سه شاخه گل میخک ٨

 ... ... ... ُدو شاخه گل میخک و یک شاخه گل رز ٩

١٠ ................................... ... ... ... 

 

هـا از هـر   تعداد انتخابکردن  مشخصی و برای جدا کردن سه نوع گل از دو خط عمودی برادیکن یه مشاهده مهمان طور ک
 . استفاده شده است*نوع گل از 

 

 ی دو خط عمودییکند؟ جابه جا ی مدی تولیدیها با هم دسته گل جد  ستارهییجا  جابه١٠ تا ١ یها  در هر حالت از حالتایآ -٢

  هم چطور؟با

 

 .دی را به دست آور)ی خط عمود٢ ستاره و ٣ ( ءی ش٥ نی ایها گشتیّ با تکرار تعداد کل جاگشتی جاهٔیا توجه به قضب -٣

!

... ...

   
         

 ۵ ۳ ۲۵
۲  هاتعداد کل جایگشت ۲



 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن  

 .نوع گل بررسی کنید kشاخه گل از بین n این مسئله را در حالت کلی و برای انتخاب دلخواه-٤

n هاتعداد ستاره های انتخابیتعداد کل شاخه گل 

..... های عمودی برای جدا کردنتعداد خطk نوع گل 

.....  های عمودیها و خطشامل ستاره(تعداد کل اشیا( 

   n k ! n k

n! ... k

           

۱ ۱
 هاتعداد کل جایگشت ۱

 

 
 

 :قضيه
 

 
 
 
 

 

  نفر توزيع كرد؟3 خودكار يكسان را بين 5توان به چند طريق مي  :مثال

 

 
 

 ها باهم، دسته گل جدیدیجایی ستارهجابه ..................................
 .کندتولید نمی



 ش

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 :تهای معادلات و نامعادلابررسی تعداد جواب
 های صحیح و نامنفی معادلات خطی با ضریب واحد جوابالگوی اول ــ

xمعادله  :مثال  y z    چند جواب صحيح و نامنفي دارد؟ ۵

 
 

 
 

  :نتيجه

 
 

)x,x,x,x(هاي مرتب    تعداد چهارتايي   :تست xكه در رابطه     از اعداد صحيح و نامنفي       4321 x x x   1 2 3 4 10 
 كند كدام است؟ صدق مي

1 (255  
2 (286 

3 (269   

4 (245 
 
 

 

 )دارای توان یا ضریب(دارت با جملات مشکلمعادلاهای صحیح و نامنفی جواب الگوی دوم ــ
 :دستورالعمل   
 

 



 ش

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

xمعادله   :مثال x x x   ۴
۱ ۲ ۳ ۴ i( چند جواب صحيح و نامنفي دارد؟ ۶ ix ,x Z ۰( 

 
 
 
 
 
 

 

xمعادله   :مثال x x  ۱ ۲ ۳۱۰   چند جواب صحيح و نامنفي دارد؟۲۰
 
 
 
 
 

 
 

xمعادله   :مثال x x
x

  ۱ ۲ ۳
۳
  چند جواب صحيح و نامنفي دارد؟۱۰

 

 
 

xمعادله   :تست x x  ۱ ۲ ۳۲ ۲   چند جواب صحيح و نامنفي دارد؟۲۰
1 (190  

2 (66 

3 (95   

4 (60 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

xمعادله  :تست x x  ۱ ۲ ۳  چند جواب صحيح ، نامنفي فرد دارد؟ ۲۱
1 (45  

2 (55 

3 (66   

4 (36 
 

 

 
 

 های صحیح و نامنفی نامعادلات جوابالگوی سوم ــ
 : دستورالعمل   

 
 

 

xمعادله نا  :مثال y z    )94همايش جمع بندي خرداد (  چند جواب صحيح و نامنفي دارد؟۸

 
 
 
 

 

xهاي صحيح و غير منفي نامساوي بتعداد جوا  :تست x x  ۱ ۲ ۳  )94داخل (  كدام است؟۴
1 (30  

2 (32 

3 (33   

4 (35 
 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

xنامعادله  :تست x x  ۱ ۲ ۳  چند جواب صحيح و نامنفي دارد؟ ۷
1 (120  

2 (84 

3 (56   

4 (165 
 

 

 های بیشترشرطهای صحیح و نامنفی معادلات باشد  جوابالگوی چهارم ــ
 : دستورالعمل   

 
 
 

 

xمعادله   :مثال x x x   ۱ ۲ ۳ ۴ xهاي   چند جواب صحيح و نامنفي با شرط۱۴ ۱ x و ۲ ۳   دارد؟۳
 

 

 
 

xمعادله     :مثال x x x   ۱ ۲ ۳ ۴ ix چند جواب صحيح و مثبت با شرط ۱۷ i 1 و 2 و 3 و 4( وجود دارد؟ = i( 

 
 

 
 
 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

xيمعادله  :مثال x ... x   ۱ ۲ ۵ xچند جواب صحيح و نامنفي دارد به شرط آنكه ۱۴ ۱ xو ۱ ۳  باشد؟ ۳
 )رسي كتاب د61مثال صفحه (

 

 

 

 
 
 

 

 شاخه 2 شاخه انتخاب كرد، به طوري كه از هر نوع آن، حداقل 15 نوع گل 4توان از بين  به چند طريق مي  :تست
 )98خارج ( ؟انتخاب شود

1 (105  
2 (120 

3 (125   

4 (150 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 های صحیح و مثبت جوابالگوی پنجم ــ
 : دستورالعمل   

 

 
 

 

xمعادله  :مثال  y z    چند جواب صحيح و مثبت دارد؟ ۸
 
 
 
 
 
 

  :نتيجه

 
 

 

 نوع گل انتخاب كرد، به شرط آنكه از هر نـوع            4 ني شاخه گل را از ب     9 شامل   يتوان دسته گل   يم قيبه چند طر    :مثال  
 ) كتاب درسي60مثال صفحه ( شاخه انتخاب شود؟1 حداقل گل

 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

  خودكار برسد؟1 نفر توزيع كرد بطوريكه به هر كدام حداقل 3 خودكار يكسان را بين 10وان ت به چند طريق مي :مثال
 
 
 
 
 
 

 

 اي خالي نماند؟ توانند در سه لانه متمايز قرار گيرند به طوريكه هيچ لانه هفت كبوتر به چند طريق مي  :مثال

 
 
 
 
 

 

  برسد؟ نفر تقسيم كرد به طوريكه لااقل به هر كدام يك سكه3 سكه سالم را بين 12توان  به چند طريق مي  :تست
1 (55  

2 (48 

3 (45   

4 (36 
 

 

لااقـل يكـي از      قفسه متمايز جاي داد به طوري كه در هـر قفـسه              5 كتاب يكسان را در      9توان   به چند طريق مي     :مثال
 )92داخل (ها قرار داده شود؟ آن
1 (70  

2 (42 

3 (56   

4 (35 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

ل، يك توپ داشته طوري كه هر نفر حداق  نفر توزيع كرد، به5 توپ يكسان را بين 11توان  به چند طريق مي  :تست
 )98داخل ( ؟باشد

1 (105  
2 (120 

3 (125   

4 (150 
 
 
 

 

xمعادله  :مثال x ... x   ۱ ۲ ۵ i(xد؟چند جواب صحيح و مثبت دار ۱۱ , i )  ۱ ۱  ) كتاب درسي61مثال صفحه (۵
 
 
 
 

 
 
 

 

 داشـته  تـوپ  يـك  حـداقل  نفـر  هر بخواهيم هرگاه كرد توزيع نفر 4 بين را يكسان توپ 8 توان مي طريق چند به  :مثال

 ) كتاب درسي73 صفحه 11تمرين(باشد؟

 

 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

xمعادله  :مثال x x x   ۱ ۲ ۳ ۴ xهايچند جواب صحيح و مثبت با شرط ۱۴ ۱ xو ۲ ۳  دارد؟ ۳

 
 
 
 

 

xمعادله  :مثال x ... x   ۱ ۲ ۶ xچند جواب صحيح و مثبت دارد به شرط آنكه ۱۲ ۳ xو  ۴ ۵   باشد؟۲
 ) كتاب درسي61مثال صفحه (

 
 
 

xنامعادله  :تست x x x   ۱ ۲ ۳ ۴  چند جواب طبيعي دارد؟ ۱۰
1 (56  

2 (84 

3 (210   

4 (165 
 
 

 

xنامعادله  :تست x x  ۱ ۲ ۳  چند جواب صحيح و مثبت دارد؟ ۹
1 (21  

2 (56 

3 (84   

4 (36 
 
 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

xعادلهنام  :تست x x   ۱ ۲ ۳۵  چند جواب طبيعي دارد؟ ۱۱
1 (165  
2 (161 

3 (156   

4 (151 

 
 

x)نامعادله  :تست x x )   ۳۱ ۲ ۳۱۰۰   جواب طبيعي دارد؟چند ۲۵۰
1 (6  

2 (16 

3 (21   

4 (49 

 
 

 

 های لاتینمربع
,..,nیک جدول مربعی از اعداد ,۲ n به شکل یک مربع۱ n های آن با عددهایکه سطرها و ستونn,..., ,۲ پر شده باشد  ۱

  .نامیمو در هیچ سطر آن و نیز در هیچ ستون آن عدد تکراری نداشته باشد مربع لاتین می

 .گوئیم به هر یک از اعداد درون مربع لاتین یک درایه می:تذكر

 :قابل یک مربع لاتین استبرای مثال مربع م

۱ ۲ ۴ ۳
۲ ۱ ۳ ۴
۴ ۳ ۱ ۲
۳ ۴ ۲ ۱

  

 
 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 هاي زير يك مربع لاتين است؟كدام يك از مربع  :تست

1 (
1 2 3
2 1 3
3 1 2

 2 (
1 2 3
3 1 2
2 1 3

 3 (
1 2 3
2 3 1
3 2 1

 4 (
1 2 3
2 3 1
3 1 2

 

 
 

 

 
 

قصد دارند در يك روز در چهار جلسه در          D و C,B,Aچهار مدرس   :تست
چهار كلاس الف، ب، پ و ت تدريس كنند به طوري كه هر مدرس در هر يك از                  

ريزي تـدريس بـه صـورت         اگر جدول برنامه  . ها دقيقاً يك بار تدريس كند       كلاس
 اشد، برنامه كلاس ت چگونه است؟ مقابل ب

1 (C D B A   
2 (A B D C 

3 (A D B C   
4 (A B C D 
  

 
 

 باشد؟هاي زير، قسمتي از يك مربع لاتين ميكدام ي از مربع  :تست

1 (
1 3

2
1

 2 (
3 1
1 3 (

1 2
1

2
 4 (

1
2

1 2
 

 
 

C A

D B

C A

۴ ۳ ۲ ۱  كلاس
 جلسه

 الف

 ب

 پ

 ت



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

aدر مربع لاتين مقابل، حاصل  :تست bكدام است؟   
1 (3  

2 (4 

3 (5   

4 (6 

 
 

۳چند مربع لاتين  :تست  وجود دارد؟ ۳
1 (24  

2 (16 

3 (12   

4 (8 

 
 

aدر مربع لاتين مقابل، حاصل  :تست b c d   كدام است؟ 
1(13  

2 (14 

3 (15   

4 (17 

  

b

a

۳ ۲
۱

a

b

d c

۱ ۳ ۵
۲ ۳ ۱
 ۵ ۲
۳ ۵ ۴ ۲



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 های لاتین چرخشیربعم
nبه مربع لاتین n گوئیممقابل مربع لاتین چرخشی می. 

 

... ... ... n n

n ... ... n n

n n ... n n

... ... ... n



 

  

       
       

۱ ۲ ۳ ۱

۱ ۲ ۳ ۲ ۱

۱ ۱ ۲ ۳ ۳ ۲

۳ ۴ ۵ ۱ ۲

۲ ۳ ۴ ۱

 

 

 رو را در نظر بگیرید؛مربع لاتین روبه

۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۱ ۲ ۳
۳ ۴ ۱ ۲
۲ ۳ ۴ ۱

  

 :یمرو برسکنیم تا به مربع روبهجای سطر دوم و چهارم این مربع را عوض می

۱ ۲ ۳ ۴
۲ ۳ ۴ ۱
۳ ۴ ۱ ۲
۴ ۱ ۲ ۳

  

 . بینید این مربع جدید نیز یک مربع لاتین استطور که میهمان

بنـابراین، در هـیچ سـطری عـدد تکـراری . ها عـوض شـدهمانده و فقط جای آنزیرا عددهای سطرها که دست نخورده باقی
ًچنین با توجه به این که در هر ستون دقیقا جای دو عـدد نیست، هم

، پـس ) عوض شـده٤ و ٢ًمثلا تو ستون اول جای (ا هم عوض شدهب
یـک کـار دیگـر هـم . هـا نیـز عـدد تکـراری وجـود نـدارددر ستون

هـای  توانستیم انجام بدهیم و از روی یک مربع لاتین، مربع لاتین می
جـوری  چـه! هـاًمثلا با اعمال جایگشت روی درایـه. جدیدی بسازیم

,ًمثلا؛ ,  ۳ ۴ ۲ ۱ ۱ ۴و ۲   :ببینید. تبدیل کنیم... و  ۱ را به ۲ ، ۲را به ۱یعنی ۳

ها، مربع به وجود آمده نیـز یـک مربـع  روی درایهبا تعویض هر دو سطر یا هر دو ستون از یک مربع لاتین یا اعمال جایگشت
 .لاتین است







۱ ۲
۲ ۱
۳ ۴
۴ ۳

۱ ۲ ۳ ۴ ۲ ۱ ۴ ۳
۴ ۱ ۲ ۳ ۳ ۲ ۱ ۴
۳ ۴ ۱ ۲ ۴ ۳ ۲ ۱
۲ ۳ ۴ ۱ ۱ ۴ ۳ ۲



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

  .وجود دارد n، مربع لاتین از مرتبه nبرای هر عدد طبیعی :قضيه

nًمثلا به مربع لاتین. کنیم وجود داردخب بله، ثابت می n مربـع مقابل یک 
 .توانیم آن را بسازیممی nگویند که برای هر عدد طبیعیلاتین چرخشی می

 
 
 
 

 :شود به صورت مقابل می٥بع لاتین چرخشی از مرتبه رًمثلا م
 .شودیکی اضافه میشود و یکی شروع می١سطر اول از 

یکـی آید و یکی می١گیرد، بعد عدد رار میعدد سطر دوم قآخرین عدد سطر اول در جایگاه اولین 
 .شوداضافه می

شـود یکی اضافه میگیرد ولی یکیآخرین عدد سطر دوم در جایگاه اولین عدد سطر سوم قرار می
 .شوندو به همین ترتیب بقیه سطرها پر می) آید می١ است، عدد ٥بعد از آخرین عدد که (

 
 

 رو را در نظر بگيريد؛بهمربع لاتين رو  :تست
در مربع جديد به وجـود آمـده سـتون دوم را بـا سـتون                . كنيمسطر اول را با سطر سوم عوض مي       

در مربع آخـر    . كنيمها را با جاي همه چهارها عوض مي       1كنيم و سپس جاي همه      چهارم عوض مي  
  گزينه آمده است؟هاي سطر آخر چپ به راست در كدامبه وجود آمده ترتيب درايه

1 (/ / /3 1 2 4  

2 (/ / /3 1 4 2 

3 (/ / /3 4 1 2   

4 (/ / /3 2 1 4 
  

... n n

n ... n n

n n ... n n

...

... n


 

  
    

۱ ۲ ۳ ۱
۱ ۲ ۲ ۱

۱ ۱ ۳ ۲

۳ ۴ ۵ ۱ ۲
۲ ۳ ۴ ۱

۱ ۲ ۳ ۴ ۵
۵ ۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۵ ۱ ۲ ۳
۳ ۴ ۵ ۱ ۲
۲ ۳ ۴ ۵ ۱

۲ ۳ ۴ ۱
۴ ۱ ۲ ۳
۱ ۴ ۳ ۲
۳ ۲ ۱ ۴



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 ۵در مربع لاتين چرخشي  :تست  ، ستون سوم مربع به كدام صورت است؟ ۵

1 (

3
2
1
4
5

 2 (

3
2
1
5
4

 3 (

3
1
2
4
5

 4 (

3
2
4
1
5

 

 
 
 
 
 
 
 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 دو مربع لاتین متعامد
 رو را در نظر بگیرید؛دو مربع لاتین روبه

 
  

 رسیم؛رو میاگر این دو مربع را باهم ترکیب کنیم به مربع روبه
 .د، در این مربع جدید، عدد دورقمی تکراری وجود داردبینیطور که می  همان

 
 

 حالا این دو مربع لاتین را باهم ترکیب کنید؛
به ایـن . در این مربع جدید هیچ عدد دورقمی تکرار نشده است

 .گوینددو مربع، دو مربع لاتین متعامد می
  

هـای نظیـر از مرتبه باشند و از کنار هم قرار دادن درایهدو مربع لاتین هم Bو Aفرض کنید :تعریف دو مربع متعامد 
در ایـن صـورت . شود که هرخانه آن حاوی یک عـدد دو رقمـی اسـتاین دو مربع، مربع جدیدی از همان مرتبه حاصل می

 . های مربع جدید، تکراری نباشندیک از اعداد دو رقمی موجود در خانه متعامدند، هرگاه هیچ Bو Aگوييم دو مربع

ها که عدد کنیم که هر دو درایه در یکی از مربع برای تشخیص متعامد بودن دو مربع لاتین به این صورت عمل می:1تذكر
 .داد متمایزی باشند تا دو مربع لاتین متعامد باشند باید اعدیگرها از مربع  های نظیر آنیکسانی دارند درایه

مربع لاتین جدیدی باشد که با انجام یک جایگـشت دلخـواه بـر  Bدو مربع لاتین متعامد باشند و Bو A اگر:2تذكر
 .نیز متعامدند Bو Aبه دست آمده باشد Bروی اعضای

 

 ؟نيستندهاي لاتين زير متعامد   كدام جفت از مربع:تست

1 (
2 1 3
1 3 2
3 2 1

 و
3 2 1
1 3 2
2 1 3

 2 (
3 1 2
2 3 1
1 2 3

 و
1 2 3
3 1 2
2 3 1

  

 

3( 
1 2 3
2 3 1
3 1 2

 و
1 2 3
3 1 2
2 3 1

 4 (
2 3 1
1 2 3
3 1 2

 و
2 3 1
3 1 2
1 2 3

  

۲۱۱۳ ۳۲
۲۱۱۳۳۲

۲۱ ۱۳۳۲


۱ ۲ ۳ ۱ ۲ ۳ ۱۱ ۲۲ ۳۳
۳ ۱ ۲ ۲ ۳ ۱ ۳۲ ۱۳ ۲۱
۲ ۳ ۱ ۳ ۱ ۲ ۲۳ ۳۱ ۱۲

۱ ۲ ۳ ۳ ۱ ۲
۳ ۱ ۲ ۲ ۳ ۱
۲ ۳ ۱ ۱ ۲ ۳



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 ؟ندارددو مربع لاتين متعامد از كدام مرتبه وجود  :تست
1 (3  
2 (4   
3( 6   
4 (7  
 
 

 

B و A مربع لاتين  :تست 

۳ ۴ ۱ ۲
۱ ۲ ۳ ۴
۲ ۱ ۴ ۳
۴ ۳ ۲ ۱

 زيـر حتمـاً     لاتـين هـاي     بـع يك از مر     و كدام  Aمربع لاتين .  متعامدند 

 متعامدند؟

1 (

1 2 3 4
4 1 2 3
3 4 1 2
2 3 4 1

 2 (

3 2 1 4
1 4 3 2
2 3 4 1
4 1 2 3

 3( 

2 1 4 3
4 3 2 1
3 2 1 4
1 4 3 2

 4 (

1 2 3 4
3 4 1 2
4 3 2 1
2 1 4 3

  

 
 
 
 
 

 

اي كه هر كارگر با       گونه   روز هفته كار كنند به     n نوع الياف در   nريسي و    نوع ماشين نخ   n كارگر با  n قرار است  :تست
. شـود هر نوع ماشين و هر نوع الياف دقيقاً يك بار كار كرده باشد و نيز هر الياف در هر ماشين دقيقاً يك بار به كار گرفته                    

nبا تركيب دو مربع لاتين     n بـه ازاي كـدام مقـدار      . ريـزي كنـيم     خواهيم اين مسأله را برنامـه        ميn   ريـزي    ايـن برنامـه
 ؟نيستپذير  امكان

1 (3  
2 (4   
3( 5   
4 (6 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

طوري   دهد به    نوع الياف را در ايام هفته نشان مي        5 ماشين و    5 با   e و d،c،b،a كارگر 5ريزي     جدول زير، برنامه   :تست
كنـد و هـر اليـاف در هـر            هر نوع الياف دقيقاً يك بار كار مـي        كه با رعايت برنامة داده شده هر كارگر با هر نوع ماشين و              

 در روز   e كـار كنـد، كـارگر      1 در روز چهارشـنبه بـا ماشـين شـمارة            bاگر كارگر . شود  ماشين دقيقاً يك بار مصرف مي     
 كند؟ شنبه با كدام نوع الياف و كدام نوع ماشين كار مي سه

  2 و الياف 1ماشين ) 1
 2 و الياف 3ماشين ) 2
   1 و الياف 2 ماشين )3
 5 و الياف 2ماشين ) 4
 
 
 
 

 

 
 

 

 اگر دو مربع   :تست

x y z t

۲ ۳ ۴ ۱
۳ ۲ ۱ ۴
۴ ۱ ۲ و ۳

a b c d

e f g h

۲ ۳ ۴ ۱
۴ ۱ ۲ بـه ترتيـب برابـر       eو y،bدو مربع لاتين متعامد باشند     ۳

 اند؟ كدام
1 (e ,b , y  3 4 4  
2 (e ,b , y  1 4 3   
3( e ,b , y  1 2 4   
4 (e ,b , y  3 2 4  
 

a b c d e
۱۳ ۴۱ ۲۴
۴۵ ۲۳ ۵۱ ۱۲
۲۲ ۵۵ ۱۱

۳۱ ۱۴ ۴۲

¾L¹{
¾L¹{ï¦Ä
¾L¹{»j
¾L¹{ï¾w
¾L¹{ïnI¿a



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 تـوان برنامـه تـدريس،         جلـسه متـوالي بـه چنـد طريـق، مـي            3در   كـلاس متمـايز      3در يـك روز هفتـه بـراي           :تست
 )98خارج ( ؟تعيين كرد

1 (6  

2 (9 

3 (12   

4 (18 
 
 
 
 

 

تين متعامد با مربع لاتينهاي لا تعداد مربع  :تست
۳ ۱ ۲
۱ ۲ ۳
۲ ۳ ۱

 )98داخل ( ؟، كدام است 

1 (2  

2 (3 

3 (4   

4 (6 

 
 

 

  چندتا است؟2ين مرتبه هاي لات تعداد مربع:تست
  صفر) 1
2 (1   
3( 2   
  2بيشتر از) 4



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 روش برای ایجاد دو مربع لاتین متعامد مرتبه فرد
,...)برای ساختن دو مربع لاتین متعامد از مرتبه فرد , , )  ۷ ۷ ۵ ۵ ۳  توان از روش زیر استفاده کرد؛یم ۳

۳نحوه ایجاد دو مربع لاتین ۳  
 کنیم؛رو ایجاد می روبهدو شکل همانند دو شکل

 
 
 
 
 
 

 :کنیم تا به شکل مقابل برسیمحالا این دو شکل را باهم ترکیب می
 
 
 
 
 
 

لا عـددهای خـارج از مربـع را بـا روش زیـر حا. اندبینید، همه عددها باهم متفاوتطور که میهمان
 :دهیمداخل مربع قرار می

 .بریم راستتا میعدد چپی را سه) ٢  .آوریم پايينتا می عدد بالایی را سه) ١
 .بریم چپتا میعدد راستی را سه) ٤  .بریم بالاتا میعدد پايينی را سه) ٣
  
 

 

تواند با مربع اوليه متعامد     تينِ حاصل از اعمال يك جايگشت روي اعضاي يك مربع لاتين دلخواه مي             آيا مربع لا   :تمرين
 ) كتاب درسي73 صفحه 12تمرين (باشد؟

 
 
 
 
 
 
 

۳ 
 ۲  ۳  

۱   ۲  ۳ 
۱   ۲   

 ۱  

۱  

 ۱   ۲  

۱   ۲  ۳ 
۲  ۳   

 ۳ 

 ۱۳   
 

۱۲   ۲۳   

۱۱   ۲۲   ۳۳  

 ۲۱   ۳۲  

۳۱    
 

۱۲ ۳۱ ۲۳
۳۳ ۲۲ ۱۱
۲۱ ۱۳ ۳۲



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

۳ مربع لاتين:تمرين  ) كتاب درسي73 صفحه 13تمرين  (.مقابل را در نظر بگيريد ۳

  
 متعامدند؟ A۱و Aآيا. بناميد A۱ و مربع حاصل راجا كنيدرا جابه Aعسطر دوم و سوم مرب) الف
جا كنيد و مربـع     ل، سطر دوم و سوم را جابه      سپس در مربع حاص   . جا كنيد را جابه  Aابتدا سطر اول و سطر سوم مربع      ) ب

 متعامدند؟ A۲و Aآيا. بناميد A۲حاصل را
 .به سؤالات زير جواب دهيد) ب(و ) الف(هاي با توجه به قسمت) پ
ربع لاتين، همواره مربع لاتيني متعامد با مربـع لاتـين اول بـه دسـت       توان گفت با تعويض جاي سطرهاي يك م        آيا مي  -1
 آيد؟ مي
غير متعامد با مربع لاتين اول به دست   توان گفت با تعويض جاي سطرهاي يك مربع لاتين، همواره مربع لاتيني              آيا مي  -2
 آيد؟مي

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

T قرار است شش مدرس  :تمرين ,T۲ Cدر شش جلسه متوالي در شش كلاسِ T۶و... و ۱ ,C۲ اي به گونـه  C۶و... و ۱
 .ريزي نماييدبراي اين منظور برنامه. تدريس كنند كه هر مدرس در هر كلاس دقيقاً يك جلسه تدريس كند

 ) كتاب درسي73 صفحه 14ن تمري(
 
 
 
 
 
 
 

A 
۳ ۱ ۲
۱ ۲ ۳
۲ ۳ ۱



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 هایی برای شمارشروش
 اصل شمول و عدم شمول برای دو مجموعه

واضح است که برای محاسبه تعـداد اعـضای A B یعنـی| A B |  چـون اعـضای(A B) هـم درA  هـم دروB 
A)را روی هم حساب کنیم اعضای Bو Aهستند، اگر اعضای B) بایـست یـک بـار از ایـن اند و میدو بار محاسبه شده

 :  مجموع کم شود، بنابراین خواهیم داشت

 

              | A B | | A | | B | | A B |     

 
 

 )گوئیمکه برای اختصار به آن اصل شمول می(این تساوی به اصل شمول و عدم شمول معروف است 
 

 : نتیجه اصل شمول
 :ع باشد داریمجمجموعه مر Sدلخواه ودو مجموعه  Bو Aبا توجه به تعریف متمم اگر

| (A B) | | A B | | S | | A B |       

که در هیچ یک  S در این صورت تعداد اعضایی از.باشند Sهایی اززیر مجموعه Bو Aای متناهی و مجموعه Sبنابراین اگر
 : قرار ندارند برابر است با Bو Aهایاز مجموعه

| S | | A B |  

 | S | | A | | B | | A B |     
 

 ي نفـر نـه فوتبـال بـاز        چند ديمشخص كن . كنند ي م ي باز بالي نفر وال  14 نفر فوتبال و     15 ي نفر 25 كلاس   كيدر  :مثال
 ) كتاب درسي74مثال صفحه (.كنند يم ي بازبالي نفر هم فوتبال و هم وال9 مي به شرط آنكه بدانبال،يكنند و نه وال يم

 

 

 
 

 

A B



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 :روش حل مسائل اصل شمول به کمک نمودار ون
 . کنیم  را رسم کرده و به ترتیب اطلاعات مسأله را روی نمودار وارد میون زیر حل مسائل مربوط به این قسمت ابتدا نمودار برای

 

 
 .نويسيمرا مي xعدد Bو A در ناحيه اشتراك دو مجموعه:١مرحله

|عبارت Bو Aفين ناحيه اشتراك دو مجموعهر در ط:٢همرحل A | x و| B | x نويسيمرا مي. 

|عبارت Bو A در ناحيه خارج از اجتماع دو مجموعه:٣مرحله S | | A B |  نويسيمرا مي. 

 .كنيم با توجه به خواسته سؤال اعداد موجود را جمع يا كم مي:١مرحله
 

 :داشتیم و گفتند Bو Aپس اگر دو مجموعه
|منظور این دوتا  حداقل یکی از -١ A B | است. 

|منظور  هر دو باهم -٢ A B | است. 

A)منظور  هیچکدام-٣ B) است یا| S | | A B |   

|منظور A فقط-٤ A B | است یا| A B | | A B | | A | | A B |      

|منظور B فقط-٥ B A | است یا| B A | | B A | | B | | A B |      

٦- A نباشد منظورA است یا| S | | A |  
 

 نفر در هر 20چنين هم. اند نفر در درس فيزيك قبول شده30 نفر در درس رياضي و 25 نفره، 40 در يك كلاس :مثال
 :در اين صورت. انددو درس قبول شده

 ؟اندقبول نشدهچند نفر در درس رياضي ) الف

 اند؟چند نفر فقط در درس فيزيك قبول شده) ب

 اند؟چند نفر حداقل در يكي از دروس رياضي يا فيزيك قبول شده) ج

 ؟اندنشدهچند نفر در يكي از دو درس رياضي و فيزيك قبول ) د
 ؟اندچند نفر در هيچكدام از دو درس رياضي و فيزيك قبول نشده) ـه

A B

| B | x| A | x x



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 .کنیم ابتدا با توجه به اطلاعات مساله، نمودار ون مقابل را رسم می :پاسخ

 

 

 

 )الف

  ۱۰ ۵ )ب   تعداد افراد قبول نشده در درس ریاضی۱۵  فقط قبولی در درس فیزیک ۱۰

 

 

 

 

) ج    ۵ ۲۰ ۱۰ ) د  از دو درسقبولی در حداقل یکی ۳۵  ۵ ۱۰  قبولی فقط در یکی از دروس۱۵

 

 
 
)هـ  کدام از دو درسقبولی در هیچ۵

 

 

 

A B

 30 20 10 25 20 5 20

( )   40 5 20 10 5

10

5

 ریاضی فیزیک

10205105

5

 ریاضی فیزیک

10



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 10اگر  . اند نفر در كلاس هندسه شركت كرده      22 نفر در كلاس گسسته و       21آموز،   دانش 45در يك آموزشگاه با       :تست
 ؟اندكلاس شركت نكرده باشند، چند نفر در هر دو كلاس شركت كردهنفر در هيچ يك از دو 

1 (7  

2 (8 

3 (9   

4 (10 

 
 
 

 

هـا   نفـر از زن    8اگـر   . ها عينكـي هـستند     نفر آن  18ها زن و     نفر آن  25د كه    نفر حضور دارن   40در يك مهماني      :تست
 عينكي باشند، چند نفر از مهمانان مرد يا غير عينكي هستند؟

1 (30  

2 (32 

3 (34   

4 (28 
 

 
 

 

 ـ قفل حداقل ي كه رمز بسته شده رومي باشد و بدان9 رقم از صفر تا    4 قفل رمز دار شامل      كياگر    :مثال  و 7 رقـم  كي
 ـ لازم است تا ا    ي طول بكشد حداكثر چه زمان     هي ثان 5 ي رقم 4شود و امتحان كردن هر رمز        ي را شامل م   8  رقم كي  قفـل   ني

 ـا)(نـدارد  يار گرفتن رقم صفر در سمت چپ اشكال        قر رمز، در(باز شود؟   4 مـسئله معـادل اسـت بـا شـمارش تعـداد              ني
 ) كتاب درسي76مثال صفحه ( ). وجود داشته باشد8 و 7 از ارقام كيها هر   آناز كي كه در هرييها يرقم

 

 

 

 
 

 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 تعداد مضارب طبیعی یک عدد

nبرابر است با n تا١از  k تعداد مضارب طبیعی:يادآوري

k
 
  

  

م دو عدد یعنی م  کربخش پذیر باشد ب bو aاگر عددی بر :1توجه a,b پس تعداد اعداد طبیعـی . پذیر است نیز بخش

هستند برابر است با bو هم مضرب aکه هم مضرب nتر یا مساوی چککو 
m

a,b

 
 
 

 . 

تعداد اعداد طبیعی در بازه :2توجه m,n که مضربa هستند برابر است با:n m

a a

         

۱  

 

)90 تا 1در بين اعداد طبيعي   :مثال  n ) ۱  پذير باشند؟ بخش3 يا 2چند عدد وجود دارد كه بر  ۹۰
 ) كتاب درسي84 صفحه 1تمرين(

 

 

 

 
 
 

 

)200 تا   1در بين اعداد طبيعي       :لمثا n ) ۱ - بخـش  7پذير باشند ولي بـر       بخش 4چند عدد وجود دارد كه بر        ۲۰۰

 ) كتاب درسي84تمرين صفحه (پذير نباشند؟
 
 
 
 
 
 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

چند عضو از مجموعه اعداد طبيعي   :تست , , ...,۱۰۰ ۱۰۱   هستند؟9 يا مضرب 4مضرب  ۶۰۰
1 (150  

2 (180 

3 (167   

4 (160 
 
 

 

چند عدد طبيعي از مجموعه  :تست , , ...,۱۰۱ ۱۰۲  پذيرند؟ بخش7 يا 4فقط بر يكي از اعداد  ۳۰۰
1 (71  

2 (80 

3 (64   

4 (55 

 
 

 

 ؟نيستندپذير  بخش ۱۱پذيرند ولي بر  بخش7 بر 300چند عدد طبيعي نابيشتر از   :تست
1 (38  

2 (39 

3 (40   

4 (41 

 
 

چند عدد طبيعي از مجموعه :تست , , ,...,۱۵۰ ۱۵۱ ۱۵۲  ؟اند  اول7 هستند اما نسبت به 5مضرب  ۴۰۰
1 (42  

2 (43 

3 (44   

4 (45 
 
 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 )98داخل ( ؟ را شامل شود، كدام است2 و حداقل يك رقم 5تعداد اعداد سه رقمي كه حداقل يك رقم   :تست
1 (52  

2 (54 

3 (56   

4 (58 
 
 
 

 

 اصل شمول و عدم شمول برای سه مجموعه

 : مجموعه مرجع باشد Sاه وسه مجموعه دلخو Cو Bو Aاگر
 
 
 
 

| A B C| | A | | B | | C| | A B| | A C| | B C| | A B C|              

 .کنیم مجموعه هم از نمودار ون استفاده می٣ در حل مسائل اصل شمول برای :تذكر
 

 

 مياگر بـدان  . كنند ي م ي نفر بسكتبال باز   9 و   بالي نفر وال  11كنند،   ي م ي نفر فوتبال باز   15 ،ي نفر 34 كلاس   كيدر  :مثال
 ي نفر فوتبال و بسكتبال باز     3 و بسكتبال و     بالي نفر وال  6 بال،ي نفر فوتبال و وال    5 نبوده و    مي سه ت  ني از ا  كي چي ه عضو  نفر 10
 ) كتاب درسي84 صفحه 3تمرين( :دي كنمشخص كنند يم

 كنند؟ ي مي را باز ورزشيي هچند نفر هر سه رشت )الف

 كنند؟ ي مي چند نفر فقط فوتبال باز)ب

 كنند؟ ي نمي بسكتبال بازيكنند ول ي مي بازبالي چند نفر وال)پ

 كنند؟ ي مي رشته بازكي چند نفر فقط در )ت
 
 

 

 
 

 

A B

C S



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

n، به طوريكه nچند عدد طبيعي مانند    :مثال ۱  پذير نباشد؟  بخش6 و 5، 4 از اعداد وجود دارد كه بر هيچ يك ۳۵۰
 ) كتاب درسي76مثال صفحه (

 
 
 
 
 

 

چند عضو از مجموعه  :تست , , , ...,۱ ۲ ۳  ؟نيستند 30 هستند ولي مضرب 10 يا مضرب 5 يا مضرب 3مضرب  ۳۰۰
1 (120  

2 (130 

3 (140   

4 (150 
 

چند عضو از مجموعه  :تست A , , , ..., ۲ ۴ ۶  اند؟ اول15نسبت به  ۳۰۰
1 (78  

2 (79 

3 (80   

4 (81 
 

 

 توابع

  mn: عضوی برابر است با nعضوی به یک مجموعه m تعداد کل توابع از یک مجموعه:يادآوري
 .)جعبه مختلف است mشیئ متمایز در nهمان توزیع(
 

 

از مجموعه  :تست A a,b,c به مجموعه B , , , ۱ ۲ ۳  توان تعريف كرد؟چند تابع مي ۴
1 (81  

2 (64 

3 (12   

4 (48 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

روي مجموعه fچند تابع مانند  :تست A , , , ۱ ۲ ۳ fتوان تعريف كرد به طوري كهمي ۴ ( ) ۱  باشد؟ ۱
1 (4  

2 (16 

3 (64   

4 (256 
 

 

از مجموعه  fچند تابع مانند    :تست A , , , ۱ ۲ ۳  به مجموعـه   ۴ B , , ۱ ۲ تـوان تعريـف كـرد بـه طـوري          مـي  ۳
fكه ( ) ۱ ۱  باشد؟ ۴

1 (81  

2 (36 

3 (18   

4 (27 
 

 

  نفر توزيع كرد؟5اب متمايز را بين توان سه كتبه چند طريق مي  :تست

1 (6  

2 (15 

3 (120   

4 (125 

 
 

 مرحله و در هر     4خواهيم در   ايم و مي  انتخاب كرده اند  نفر را كه براي يك برنامه تلويزيوني پيامك ارسال كرده         8  :مثال
 نفـر   1(پذير است؟     به دلخواه بدهيم، اين عمل به چند طريق امكان        ) كشي  با قرعه ( نفر   8 جايزه را به يكي از اين        1مرحله  

 ) كتاب درسي79مثال صفحه (.)  جايزه را برنده شود4تواند مي



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 تابع یک به یک
:برابر است با Bبه مجموعه Aموعهتعداد توابع یک به یک از مج P | B |,| A |  

)P همان تبدیل است که در فصل شمارش بدون شمردن خواندید( 
|در حالت کلی اگر A | m و| B | k در این صورت با شرطm k تعداد توابع یک به یک از مجموعهA به مجموعـهB 

  m(k): برابر است با

 
 

 خودكـار   كي از   شتري كس ب  چي آنكه ه  شرط  كرد به  عي نفر توز  8 ني متفاوت را ب    خودكار 4توان   ي م قيبه چند طر    :مثال
 )درسي  كتاب79مثال صفحه ( )مي داده باشخودكار كيبه هر نفر حداكثر (نداشته باشد؟ 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

يك از مجموعه  به چند تابع يك  :تست A , , , ۱ ۲ ۳ به مجموعه ۴ B , , , , ۱ ۲ ۳ ۴  وجود دارد؟ ۵
1 (20  

2 (64 

3 (256   

4 (120 
 
 

 

يـك از مجموعـه    بـه چند تابع يك    :تست A , , , ۱ ۲ ۳ بـه مجموعـه    ۴ B , , , , ۱ ۲ ۳ ۴ وجـود دارد كـه شـامل        ۵
عضو ,۱  باشد؟ ۱

  صفر) 1

2 (24 

3 (60   

4 (120 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

توزيع كرد به طوري كه به هر نفـر بـيش از يـك كتـاب                توان سه كتاب متمايز را بين پنج نفر         به چند طريق مي     :تست
 ؟نرسد

1 (60  

2 (75 

3 (125   

4 (45 
 

 
 

يك از مجموعهبهچند تابع غير يك  :تست A , , ۱ ۲ به مجموعه  ۳ B , , , , ۱ ۲ ۳ ۴  وجود دارد؟ ۵

1 (60  

2 (65 

3 (70   

4 (75 
 

 
 

fچه تعداد تابع چون     :مثال : A B توان تعريف كرد اگر بدانيم    مي| A | |و ۵ B | اسـت؟ چـه تعـداد از        ۴
 ) كتاب درسي84 صفحه 5مثال (يك هستند؟ به اين توابع يك

 
 
 

 
 
 
 

 

 ـ بـه هـر نفـر حـداكثر     مي كرد، اگر بخواهعي نفر توز8 نيا ب كتاب مختلف ر   5توان   ي م قيبه چند طر    :مثال  كتـاب  كي
 ) كتاب درسي84 صفحه 6مثال(م؟يبده

 
 
 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 تابع پوشا

) شود تمام اعضای برد پوشانده می(شود  Bبرابر مجموعه fتعریف شده باشد و برد Bبه مجموعه Aاز مجموعه fاگر تابع
 .گویندپوشا می fبه تابع

 mمهـره متمـایز در nهای توزیـععضوی معادل تعداد روش mعضوی به مجموع n تعداد توابع پوشا از مجموعه:تذكر
 . ظرفی خالی نباشدچظرف متمایز به طوریکه هی

 

 :روش بدست آوردن تعداد توابع پوشا
عـضوی  mکافیست تعداد افرازهای Bعضوی mبه مجموعه Aعضوی nبرای بدست آوردن تعداد توابع پوشا از مجموعه

A را بدست آورده و درm! های افراز شده درهای مهرهجایگشت(کنیم ضرب میm ظرف ( 
 

چند تابع پوشا از مجموعه  :تست A , , , ۱ ۲ ۳ به مجموعه ۴ B , , ۱ ۲  توان تعريف كرد؟مي ۳
1 (12  

2 (32 

3 (24   

4 (36 
 

 
 

 

چند تابع از مجموعه     :تست A , , , , ۱ ۲ ۳ ۴ به مجموعه  ۵ B , , ۱ ۲ توان تعريف كرد به طوري كه برد تابع        مي ۳
 باشد؟ Bبرابر مجموعه

1 (90  

2 (120 

3 (60   

4 (150 
 

 

 

 )98داخل ( عضوي، كدام است؟3 عضوي به يك مجموعه 6تعداد توابع پوشا، از يك مجموعه   :تست
1 (360  
2 (450 

3 (480   

4 (540 
 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

از مجموعه   :تست A , , , ۱ ۲ ۳ به مجموعه  ۴ B , , ۱ ۲ توان تعريف كرد بـه طـوري       مي fچند تابع پوشا مانند    ۳
fكه ( ) ۱  باشد؟ ۱

1 (6  

2 (12 

3 (18   

4 (120 
 
 
 
 

 

سه نفر توزيع كرد به طوري كه بـه هـر نفـر هـم                مداد مختلف را بين      5 كتاب مشابه و     5توان  به چند طريق مي     :تست
 مداد و هم كتاب برسد؟

1 (720  
2 (540 

3 (900   

4 (1200 
 

 
 

 
 

از مجموعه  :تست A , , , ۱ ۲ ۳ به مجموعه ۴ B , , ۱ ۲  توان تعريف كرد؟چند تابع غير پوشا مي ۳

1 (36  

2 (45 

3 (81   

4 (28 
 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

اي تعلـق   بين سه نفر توزيع كرد به طوري كه حداقل به يك نفر جايزه             جايزه مختلف را     5توان  به چند طريق مي     :تست
 ؟نگيرد

1 (98  

2 (90 

3 (93   

4 (150 
 
 
 
 

 
 

يك روي مجموعهبهچند تابع پوشا و يك  :تست A , , , ۱ ۲ ۳  توان تعريف كرد؟مي ۴

1 (16  

2 (256 

3 (24   

4 (60 
 
 
 
 
 

 

چند تابع روي مجموعه  :تست A , , ۱ ۲  يك باشد و نه پوشا؟بهتوان تعريف كرد كه نه يكمي ۳

1 (27  

2 (21 

3 (18   

4 (15 
 

 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 روشی دیگر برای محاسبه تعداد توابع پوشا
 : به کمک اصل شمولبع پوشامحاسبه تعداد توا

 

 . حداقل يك فلش وارد شودB به هر عضو :تابع پوشا   :يادآوري
 چند تابع پوشا وجود دارد؟ Bبه مجموعه Aبا توجه به شكل مقابل از مجموعه  :مثال

 
 

( )  ۴۳  . را نمي پوشانندa كه B به Aتعداد توابع از ۱
( )  ۴۳    توابع پوشا    . را نمي پوشانندb كه B به Aتعداد توابع از ۱
( )  ۴۳  . را نمي پوشانندc كه B به Aتعداد توابع از ۱

 

( ) ( )
          

۴ ۴ ۴۳ ۳ ۳ ۱ ۳ ۳ ۲ ۰  جواب : ۳۶

a و b و cكل توابع                       پوشيده نشوند 
  عضو پوشيده نشود2        
 

 
 

از مجموعه   :مثال A , , ,۱ ۲ ۳  به مجموعه ۴ B a,b,c چند تابع پوشا با دامنه Aوجود دارد؟  
 
 
 

 
 
 
 

A  B  

1
2
3
4

 

a

b

c

 

bرا 
  نمي پوشاند

a   را 
  نمي پوشاند

c  را 
  نمي پوشاند



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 خودكار 1كرد به شرط آنكه به هر نفر حداقل  عي سه نفر توزني خودكار متفاوت را ب4توان  ي مقيبه چند طر :مثال
 ) كتاب درسي78مثال صفحه (م؟يداده باش

 
 
 

 
 
 
 

 

 كي كه هر داور حداقل ي كرد، به طورمي تقسي داوري سه داور براني را بيينماي سلمي ف6توان  ي مقيبه چند طر  :مثال
 ) كتاب درسي84  صفحه7تمرين (   كند؟يداور  رالميف
 
 

 
 
 
 

 
 

 

 :اصل لانه کبوتری
mلانه داشته باشیم و nکبوتر و mاگر n ای وجود دارد که ها قرار بگیرند در این صورت لانهو همه کبوترها درون لانه
 . کبوتر در آن قرار داشته باشد٢قل حدا

 

 ؟ نفري دست كم چند نفر داراي ماه تولد يكسان هستند54در يك كلاس   :تست
1 (3  

2 (4 

3 (5   

4 (6 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

انـد، كـدام     ها در يك ماه از سال و يك روز هفته متولد شده            نفر از آن   2كمتــــرين تعداد افــرادي كه حداقل        :تست
 است؟

1 (75  

2 (78 

3 (85   

4 (88 

 
 

  كبوتر قرار داشته باشد؟2 كبوتر حداكثر در چند لانه كبوتر قرار گيرند تا حداقل در يك لانه بيش از 65  :تست
1 (31  

2 (32 

3 (33   

4 (34 

 
 

در يك دبيرستان حداقل چند دانش آموز لازم اسـت تـا دسـت كـم دو نفـر حـرف اول نـام و حـرف اول نـام                           :تست
 ها يكسان باشد؟ خانوادگي آن

1 (3  

2 (65 

3 (257   

4 (1025 

 
 

  وجود دارد؟19 عضوي از اعداد طبيعي حداقل چند عدد با باقي مانده يكسان بر عدد 70در يك مجموعه   :تست
1 (4  

2 (5 

3 (7   

4 (8 
 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

، حداقل چنـد عـضو بـاقي مانـده          12 بر   Sدر تقسيم عضوهاي    .  عضو از اعداد طبيعي است     50 داراي   Sمجموعه   :تست
 )94تست و نكته خرداد ( يكسان دارند؟

1 (3  

2 (4 

3 (5   

4 (6 

 
 

، به طور يقين، حداقل 27 بر S عضوي از اعداد طبيعي باشد، در تقسيم عضوهاي 115 يك زير مجموعه Sاگر  :تست
 )94داخل (چند عضو داراي يك باقيمانده هستند؟ 

1 (4  

2 (5 

3 (6   

4 (7 

 
 

يك زيرمجموعه حداقل چند عضوي، .  است63 و ختم به 3 شروع از 3 اعداد طبيعي فرد و مضرب Sمجموعه  :تست
 )94خارج (؟  مي باشد 66 عضو با مجموع 2 انتخاب شود، كه مطمئن باشيم شامل Sاز
1 (5  

2 (6 

3 (7   

4 (8 
 

 

عضوي از nهر زير مجموعه  :تست A , ,..., ۱ ۲  24عضو دارد كه مجموع آن دو عضو  ۲به طور يقين حداقل ۲۳
 )92خارج( ؟كدام است nباشد، حداقل مي
1 (9  

2 (10 

3 (12   

4 (13 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

انتخـاب شـونده بايـد رأي بيـشتر از          .  نفر نامزد انتخابات مشاوره با امور مدرسه انـد         7 نفري   40در يك كلاس      :تست
 سايرين داشته باشد، حداقل رأي انتخاب شونده كدام است؟

1 (5  

2 (4 

3 (6   

4 (7 
 

 

حداقل چند مهره از . ي زرد موجود است مهره1ي آبي و  مهره7ي قرمز و  مهره3ي سفيد و  مهره5اي در كيسه  :تست
 )96خارج (ي همرنگ يا بيشتر از كيسه خارج شده است؟  مهره3مئن باشيم، كيسه بيرون آوريم تا مط

1 (6  

2 (7 

3 (8   

4 (9 
 

 

دست كم چند مهره از كيسه بيرون . ي سبز موجود است مهره3ي سياه و  مهره5 ي سفيد و مهره7اي در كيسه  :تست
 )96داخل (ي سبز بيرون آمده است؟  مهره2ي سياه يا  مهره3ي سفيد يا  مهره4آوريم تا مطمئن باشيم، لااقل 

1 (6  

2 (7 

3 (8   

4 (9 

 
 

۱ نقطـه فاصـله كمتـر از    2حداقل چند نقطه داخل مثلث متساوي الاضلاع به ضلع واحد اختيار كنيم تا حداقل        :تست
۳ 

 داشته باشند؟
1 (7  

2 (8 

3 (9   

4 (10 
 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

 ، با مختص هاي اعداد صحيح و مثبت انتخاب كنيم، تا مطمئن باشيم (a,b)حداقل چند زوج مرتب به صورت   :تست
 )89 و خارج 92داخل (م ، اعداد زوج هستند؟ در دو زوج انتخابي ، جمع مختص هاي اول و جمع مختص هاي دو

1 (6  

2 (4 

3 (5   

4 (10 

 
 

 )95داخل (ن سه باريا بيشتر، نتيجه يكسان داشته باشيم؟را حداقل چندبار پرتاب كنيم، تا به طور يقييك تاس همگن :تست
1 (12  

2 (13 

3 (18   

4 (19 

 
 

حـداقل چنـد گـوي      .  گـوي يكـسان نوشـته در كيـسه اي قـرار مـي دهـيم                ۳۰را بـروي    ۳۰ تا 1هريك از اعداد   :تست
 )93داخل ( داشته باشيم؟1بيرون آوريم، تا به طور يقين دست كم دو عدد با مقسوم عليه مشترك بزرگتر از 

1 (9  

2 (10 

3 (12   

4 (13 

 
 

 ) كتاب درسي84 صفحه 8تمرين (.اند  روز متولد شدهكي نفر حداقل دو نفر هستند كه در 368 هرني در بد،يثابت كن  :مثال
 
 
 
 
 
 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

ها روزِ هفته و   نفر از آن7 باشند لااقل لي آموز مشغول تحص دانش505 حداقل رستاني دبكي اگر در د،يثابت كن :مثال
 ) كتاب درسي84 صفحه 9تمرين ( . استكساني تولدشان ماه

 
 
 
 
 

 

ها   نفر از آن   20 لااقل   مي باشند تا مطمئن باش    ي مسابقه كشت  ي مشغول تماشا  ي سالن ورزش  كيحداقل چند نفر در      :مثال
 ) كتاب درسي84 صفحه 10تمرين ( است؟كساني انتولدش روز

 
 
 

 

 
 

 

 . زوج باشدي وجود دارد كه مجموعشان عدديعي حداقل دو عدد طبيعي هر سه عدد طبني در بديثابت كن  :مثال
 ) كتاب درسي84 صفحه 11تمرين (

 

 
 

 

مجموعه اعداد  :مثال A , ,..., ۱ ۲ داراي  A عضوي از43نشان دهيد هر زير مجموعه . گيريمرا در نظر مي ۸۴
 ) كتاب درسي84 صفحه 12تمرين  (. باشد85 عضو است كه مجموعشان برابر 2حداقل 

 

 



  ش

  

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

مجموعه اعداد   :مثال A , , , , ..., , , ۱ ۵ ۹ ۱۳ ۷۷ ۸۱ انـد، در نظـر     د عددي مرتب شده   را كه به صورت يك تصاع      ۸۵
 عـدد وجـود دارد كـه    13 عـدد در ايـن       2 عضو انتخاب كنيم، نشان دهيد كـه حـداقل           13اگر از اين مجموعه     . گيريم  مي

 ) كتاب درسي85 صفحه 13تمرين  (. باشد90مجموعشان برابر با 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

از مجموعه اعداد  :تست , , , ..., , ,۵ ۸ ۱۱ ۶۵ ۶۸ يك . كه به صورت يك تصاعد عددي مرتب شده است ۷۱
ي حداقل چندعضوي انتخاب شود تا مطمئن باشيم، لااقل دو عدد در اين زيرمجموعه موجود است كه جمع  زيرمجموعه

۸ ها،  آن  )98داخل ( باشد؟ ۲
1 (11  

2 (12 

3 (13   

4 (14 
 
 
 

 

 ۶ نقطه درون يك مستطيل    13  :مثال  نقطه وجود دارد كه فاصـله       13 نقطه از اين     2نشان دهيد حداقل    . قرار دارند  ۸
 ) كتاب درسي85 صفحه 14تمرين (.باشد ۸زتر ا ها از هم، كم آن

 
 
 
 
 
 
 



 ش

 )آناليز تركيبي(شمارش بدون شمردن   

۹درون يك مستطيل  :تست  نقطه از اين نقاط 2، حداقل چند نقطه اختيار شود، تا مطمئن باشيم لااقل فاصله ۱۸
۳انتخابي، كمتر از  )98خارج ( ؟باشد ۲

1 (17  

2 (18 

3 (19   

4 (20 
 
 
 

 

 ـ حداقل دو نقطـه از ا      ديثابت كن . ميريگ ي در نظر م   حينقطه در صفحه با مختصات صح      5 :مثال ،  نقطـه وجـود دارد     5 ني
 ) كتاب درسي85 صفحه 15تمرين(.باشد ي محي صحزي دو نقطه نن وسط اي نقطهمختصات كه يطور

 
 
 
 
 
 
 
 



  

 

 

 



 

ــات   ــزل (تركيبي ــار در من  )ك

 .شودتوليد مي) اتوماتيك و غير اتوماتيك( نوع دنده 2 حجم موتور مختلف و 3 رنگ، 10 مدل، 5در يك كشور نوعي اتومبيل در  :مثال
 ) كتاب درسي125؛ صفحه 5تمرين (

 شود؟چند نوع مختلف از اين اتومبيل توليد مي) الف
 
 
 

 شود؟ين اتومبيل با رنگ مشكي توليد ميهاي توليد شده مشكي باشد، چند نوع از ااگر يكي از رنگ) ب
 
 
 

 شود؟ اتوماتيك توليد ميچند نوع از اين اتومبيل مشكي دنده) پ
 
 
 

 

فـردي قـصد دارد بـه    . اسـت ) بله ـ خير (اي گزينه2 سؤال 5اي و  گزينه4 سؤال 10اي شامل يك آزمون چند گزينه :مثال
  ) كتاب درسي126؛ صفحه 6تمرين (: تواند اين كار را انجام دهد اگراو به چند روش مي. صادفي جواب دهدها به صورت ت سؤال
 ها جواب دهد؟اگر مجبور باشد به همه سؤال) الف

 
 
 

 ها را بدون جواب هم بگذارد؟بتواند سؤال) ب
 
 



 

ــات    ــزل (تركيبي ــار در من  )ك

  وجود دارد؟4500چند عدد چهار رقمي بزرگتر از  :مثال

 .ز استتكرار مجا) الف

 

 

 .تكرار مجاز نيست) ب
 

 

 

 

 
 

  مي توان نوشت بطوريكه حروف مجاور متمايز باشند؟e , d , c , b , a حرفي با حروف 3چند كلمه  :تست
1( 80 
2 (90 
3 (100  
4 (120 
 
 

 

 توان نوشت؟  مي5 و 4 و 3 و 2 و 1تكراري و با استفاده از ارقام  با ارقام غير 6چند عدد سه رقمي مضرب  :تست
1( 14  
2 (12 
3 (10 
4 (8 

 



 

ــات   ــزل (تركيبي ــار در من  )ك

 )تكرار مجاز نيست(توان نوشت؟  چند عدد سه رقمي زوج مي5 و 4 و 2 و 1 و ۰با ارقام  :تست
1( 32 
2 (30 
3 (24 
4 (22  

 
 

 

 يهـا   از رنـگ ي چند قـوط اي  دوبياگر او با ترك.  داردي زرد و مشك،ي رنگ قرمز، آب  4 از   ييها ي نقاش قوط  كي :تمرين
 ) كتاب درسي139؛ صفحه 5تمرين (تواند داشته باشد؟ يم  به دست آورد، او چند رنگدي رنگ جدكي قاًي بتواند دقزيمتما

 
 

 
 

 ـدرسـت   طعم مخصوصكيها  هي ادوني تا از ا3او با استفاده از هر .  داردهيه نوع ادو آشپز د كي :تمرين  ـا. كنـد  ي م  ني
 ) كتاب درسي140؛ صفحه 7تمرين (: تواند درست كند هرگاه يآشپز چند طعم م

 ها نداشته باشد؟ هي در استفاده از ادويتي محدودچي ه)الف

 تفاده شوند؟توانند اس ي هستند كه با هم نمهي دو نوع ادو)ب

  هر سه با هم استفاده شوند؟دي هستند كه نباهي سه ادو)پ

 ـ چي دسته اول با ه    يها هي از ادو  كي چيشوند كه ه   ي م مي تقس يي تا 5 دسته   2ها به    هي ادو )ت  ـادو  از كي  دسـته دوم    يهـا  هي
  ندارند؟يسازگار

 



 

ــات    ــزل (تركيبي ــار در من  )ك

 از داوران يا تـه يكم  قـرار اسـت  ي داور روس2 و ي داور ژاپن3 ،يراني داور ا4 ني از بي دوره مسابقات كشتكيدر  :مثال
 ) كتاب درسي134مثال صفحه ( : كار را انجام داد اگرنيتوان ا يبه چند روش م.  شودليتشك

  نفره باشد؟4 تهي كم)الف

  باشد؟تهي نفر در كمكي از سه كشور كي نفره باشد و از هر 3 تهي كم)ب

  داشته باشد؟يرانيا دو داور قاًي نفره باشد و دق5 تهي كم)پ

  داشته باشد؟يراني داور ا3 نفره باشد و حداقل 5 تهي كم)ت

  باشد؟ي داور روس2 و ي داور ژاپن2 ،يراني داور ا3 نفره باشد و شامل 7 تهي كم)ث

  داشته باشد؟يراني داور اكي نفره باشد و حداقل 5 تهي كم)ج

 

اگر قرار باشد در هـر طبقـه        .  طبقه شروع به حركت مي كند      8 نفر از طبقه همكف يك ساختمان        6 آسانسوري با  :مثال
 اين عمل به چند طريق ممكن است؟) همه افراد بايد پياده شوند(يك نفر پياده شود 

 
 
 
 
 

 



 

ــات   ــزل (تركيبي ــار در من  )ك

 م،ي ده ـ لي تـشك   كـاراكتر  7 يك رمز شامل     5 و   4،  3،  2و ارقام   » ژ«و  » پ«،  »چ « با سه حرف   ميخواه ي م ديفرض كن  :مثال
 ) كتاب درسي56مثال صفحه (:مطلوب است

 . دادليتوان تشك ي كه مييتعداد كل رمزها) الف

 .گرنديكديها همواره حروف كنار   از آنكي كه در هر يي تعداد رمزها)ب

 .گرنديكديها همواره ارقام كنار   از آنكي كه در هر يي تعداد رمزها)پ

 . كنار هم باشندزيها همواره ارقام كنار هم و حروف ن ن از آكي كه در هر يي تعداد رمزها)ت

 

 

 

 

 

 

 
 

 ـدر  (توانند كنار هـم      ي م قي به چند طر   ازدهميي    هي دانش آموز پا   4 دوازدهم و    ي  هي دانش آموز پا   5  :مثال  ـ رد كي  )في
 ) كتاب درسي57مثال صفحه  (:مي بخواهاگر رنديقرار بگ

 . كنار هم باشندهيانش آموزان هر پا همواره د)الف

 .) كنار هم نباشندهي دو دانش آموز هم پاچيه( رندي قرار بگاني درمكي به صورت )ب

  قرار داد؟اني درمكيها را به صورت  توان آن ي مقي نفر باشند، به چند طر5 زي نازدهميي  هي اگر دانش آموزان پا)پ

 



 

ــات    ــزل (تركيبي ــار در من  )ك

 ) كتاب درسي58مثال صفحه (توان نوشت؟ چند رمز چهار رقمي مي1 و 1، 1، 2محاسبه كنيد با ارقام   :مثال
 

 

 

 

 

 

 
 

 ) كتاب درسي58مثال صفحه ( توان نوشت؟ رقمي مي9 چند عدد 1 و 1، 2، 2، 3، 2، 4، 4، 5با ارقام   :مثال
 

 

 
 
 

 
 

 كتـاب   59مثـال صـفحه     (ابنـد؟ ي هتل اسكان    كي نفره واقع در     4 نفره و    3 نفره،   2توانند در سه اتاق      ي م قي نفر به چند طر    9  :مثال
 )درسي

 

 

 



 

ــات    ــزل (تركيبي ــار در من  )ك

 مياگـر بخـواه   . مي شكل بنشان  لي مستط زي م كي در دو طرف طولِ      گرنديكديدو برادر    به  نفر را كه دو    8 ميخواه يم  :مثال
 ) كتاب درسي72 صفحه 1تمرين( كار را انجام داد؟نيتوان ا ي مقي به چند طرند،يش بنش برادريرو روبه هر نفر

 

 

 
 

 

اگر داشته باشيم    :مثال A , , , ۱ ۲ ۳ و ۴ B , , , ,  ۵ ۶ ۷ ۸ تـوان   رقمـي مـي    5، در اين صورت چند رمز يا كـد           ۹
 ) كتاب درسي72 صفحه 2تمرين(باشد؟ Bو سه رقم از Aقم ازنوشت كه هر يك شامل دو ر

 

 

 
 

 
 

. ميني بچفي ردكي و در يا  در قفسهقي به چند طرميتوان ي متفاوت را مياضي كتاب ر5 متفاوت و كيزي كتاب ف4  :مثال
 ) كتاب درسي72 صفحه 3تمرين (: است؟ اگرري عمل به چند روش امكان پذنيا شما، به نظر

  نباشد؛يتي محدودچي ه)الف

  كنار هم باشند؛كيزي فيها  همواره كتاب)ب

  كنار هم نباشند؛ياضي دو كتاب رچي ه)پ

 . خاص همواره كنار هم باشندكيزي خاص و دو كتاب فيِاضي كتاب ركي )ت

 

 



 

ــات    ــزل (تركيبي ــار در من  )ك

 كـه   دي طرح كن  ي مسئله ا  ازدهمي ي  هي دانش آموز پا   6دوازدهم و   ي    هي دانش آموز پا   4قرار گرفتن    كنار هم    يبرا  :مثال
!پاسخ آن !۷  ) كتاب درسي72 صفحه 4تمرين (.باشد ۴

 

 

 

 

 
 

 ) كتاب درسي72 صفحه 5تمرين(توان نوشت؟ رقمي مي6 چه تعداد كد 7 و 5، 7، 7، 6، 5با ارقام   :مثال
 

 

 

 

 

 
 

 كد، شـاملِ    كي و هر جعبه را با       ي را كدگذار   خاصي ي  ه شد دي اجناس تول   حاوي ي  ه جعب ي تعداد ي رو ميخواه يم  :مثال
9حرف   d ,d ,d ,c ,c ,a ,b ,a ,a ، م؟ي مجزا كنهيكدها از بق ني با اميتوان يحداكثر چند جعبه را م. مي مجزا كنهي بقاز  

 ) كتاب درسي72 صفحه 6تمرين(



 

ــات    ــزل (تركيبي ــار در من  )ك

 كتـاب   72 صـفحه    7تمـرين (رنـد؟ ي اتاق سه نفره قرار بگ     كيتوانند در دو اتاق دونفره و        ي م قي نفر به چند طر    7با    :مثال
 )درسي

 

 

 

 

 

 
 

 ) كتاب درسي72 صفحه 9تمرين (: داده شدهيها  با شرطريمعادلات ز از كي هري و نامنفحي صحيها مطلوب است تعداد جواب  :مثال 
ix x ... x x , i      ۱ ۲ ۵ ۱۰ ۰ ۲  الف( ۵

x x ...x x ,x    ۱ ۲ ۶ ۱ ۵۱۲ ۲  ب( ۴

ix x ...x x , i     ۱ ۲ ۵ ۱۱ ۱ ۱  ج (۵

ix x x x x , i      ۱ ۲ ۳ ۴۳ ۷ ۰ ۱  ت( ۴

ix x x x x , i      ۱ ۲ ۳ ۴ ۳ ۰ ۱  ث( ۴



 

ــات   ــزل (تركيبي ــار در من  )ك

 ) كتاب درسي72 صفحه 8تمرين(:مي شاخه گل انتخاب كرد اگر بخواه11 گل  نوع5 نيتوان از ب ي مقيبه چند طر  :مثال

 م؛ي به دلخواه انتخاب كن)الف

 م؛ي شاخه انتخاب كن1 از هر نوع گل حداقل )ب

 م؛ي از سه شاخه انتخاب كنشي از گل نوع دوم حداقل دو شاخه و از گل نوع پنجم ب)پ

 .مي شاخه انتخاب كن5رم حداقل  از گل نوع سوم انتخاب نكرده و از گل نوع چها)ت
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

چند عضو از مجموعه  :تست , , , ...,۱ ۲ ۳  اند؟  اول24نسبت به  ۱۲۰
1 (35  

2 (40 

3 (45   

4 (50 

 
 

 

 


